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Liczby zespolone
1. Znalezé cze$¢ rzeczywista i cze$é urojong nastepujacych liczb zespolonych:
a) (2-3i)(5+4i); b) 64+2)5-2); ¢ 1+9)3—(1-93% d) 2-i)°+0-0)%

(V3 +i)(—1+/3i) (1—d)2—i
(1+1)2 ' (14i)2+4

. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby zespolone:

3+2i 1
i

ST g
© s P

g) h)

[\

e) 1+v3i; f)1—4 g —vV2++v2i; h) —V3—i.

3. Obliczy¢:
a) (2+V120)%  b) 1-v3)% ¢ 1+ d) (1+V3)7,
12 20
o V3—i\ p (1t 0 W=t T h) 1+ V/3i
2 ) \/i ) g 1 + i 3 11—
4. Obliczy¢ pierwiastki drugiego stopnia z nastepujacych liczb zespolonych:

a)l; b) —1;, ¢ i; d) —i; e) 1—+3i
f) —1+4; g) —3—4i; h) 8+ 6; i) —154+8i; j) 11 —60:.
5. Rozwiazaé¢ nastepujace rownania zespolone:
a) 22-22410=0; b) 22-624+10=0; ¢) 2°+2z+1=0;

d) 22— (2+i)2—1+7i=0; e 22—(3-2i)2+5-5i=0; f) (2+i)22—(5—i)z+2—2i=0;
g) 22+8=0; h)2>-27=0; i) -1=0; j A+4=0.

Odpowiedzi. 1. a) 22, —7; b) 29, 0; ¢) 0, 4; d) 2, —13; e) &, 1T f) 1, v/3; g) —1, 0; h) 0, —1
2. a) 4(cos0 +isin0); b) 5(cos7 + isin); c) 6(c05 Z+ising); d) 7 (cos 3F 8 +isin3T); e) 2 (cos T+
isinZ); f) V2 (cos IF +isin 7F); g) 2 (cos 2F + isin 27); h) 2(cos = +251n7—7’). 3. a) 512—512\/§i;
b) 64; c) 32i; d) 2199 — 21996./3;: e) 1; f) i; g) —4; h) 512 — 512y/3i. 4. a) —1, 1; b) —
c)ﬁ ‘fi,—ﬁ \/ii'd) f f,f ‘[z e) @—l—gi,@—gi;f) {‘f(cos——i—zsm%”)
V2 (cos T +isin 1T); g) 1+21 1—2i; h) =3 —4, 34+4; i) —1 — 44, 1 + 4i; j) —6 + 53, 6 — bi.

5.a)1—3i,1+3i;b) 3—14,3+14;c¢) ,,,@Z, f%Jr—z d)3—i, —1+2i;e)2+4,1—-3i;f) 1 —1,

—2i:g) 1++/3i, =2, 1 —/3i; h 3,§+3\/§Z,,§,73f271 1,4, -1, —4;3) 1+4, —1+14, —1 —1,
5t 2 2 2 2
1.

= o
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Macierze. Wyznaczniki. Uklady réwnan liniowych

6. Wyznaczy¢ (o ile istnieja) iloczyny macierzy A- B, B- A, AT - BT, BT . AT jedli:

31 1 11 -1
a)A:[g _ﬂ,B:B ‘51]; byA=|21 2|, B=|2 -1 1|;
12 3 10 1

13
15 0 5 10 2
C)A_[321}’B_[2 ] d)A_[351}’B_ (7);

7. Obliczy¢ nastepujace wyznaczniki:

1 11 1 11
a)‘ff’l, b)’_fé‘, o |1 23 a -1 o 1]
1 3 6 -1 -1 0
1 3 45 05 0 2 34 =3 12
) 6 5 2 3
3 0 0 2 8 3 4 5
e) ) f) ) g) 4 -9 -3 7T =5 )
5 1 2 7 7T 2 1 4 1 4 1 1 _9
2 0 0 3 0 4 01 _3 7 5 9 3
2 1 4 3 5 3 7 6 5 4 4 2 2 30 0 1 -1
5 6 8 7 4 2 9 7 8 9 3 3 9 40 0 3 7
h) 8 9 7 6 0 0 ) 74 9 7 00 ) 4 5 1 -1 2 4
2 3 5 4 0 0}’ 53 6 1 0 0}’ J 3 8 3 7 6 9
4 3 0 0 0O 0 05 6 00 1 -1 0 0 0 0
6 5 0 0 0 0 0 06 8 00 3 7 0 0 0 0
8. Wyznaczy¢ macierze odwrotne do nastepujacych macierzy:
(1 2 2 5
1 2 -3 2 2 3 1 -1 3]
) 0 1 2 |; d) 1 -1 0 |; e) 4 3 2
0 0 1 -1 2 1 1 -2 5

9. Wyznaczy¢ macierze X spelniajace nastepujace roéwnania:
3 -2 -1 2 2 5 4 —6 |
a)X'[5 —4}[—5 6}’ b)[1 3]'X{2 1]

o [3a]x [ 2]-[2 4]

10. Wyznaczy¢ rzedy nastepujacych macierzy:

13 —2 3 4 -8 —4 12 18
a>[5 8}’ b){—ax 6]’ C)[3 -6 -3 912]’

2 1 -1 1 13 -2 0
d |3 1|: e 2 -2 |; f) 2 6 —4 0 |;
41 -3 3 -1 3 20
2.0 10 1 1 =10 2 3
g |11 01 1|; h |2 -20 4 6|;
1 3 -1 3 2 0 11 -1 -1
1 00 1 2 1 -3 5 -1
O B IR T B I
0 0 2 1|’ 1 -1 23 1
0 00 3 0 0 01 -1
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11. Rozwiazaé¢ nastepujace uktady réwnan liniowych:

3z + Sy = 5 2z — 4y = 10 6 — A4y 5
a>{m—2y—9’b){5x—10y:25’c) 9r — 6y = 2°
z + 2y + 3z = U4 2 — y 4+ z =1
d) 3r + y + 2z = 11 ; e) 3r + y — 2z = 0 ;
2 + 3y + =z = 11 x — 3y — z = 2
v+ by - & = 8 de — 6y + 22 + 3t =
dr + 3y — 92 = 9
f) ;o g) 2 — 3y + b5z 4+ Tt = ;
2+ 3y — b2 o= T 2w — 3y — 1lz — 15t =
x + 8y — Tz = 12 y o
3r — by + 2z + 4 = 2 3r — 2y + 5z + 4t 2
h) v — 4y + 2z + 3t = 5 ; i) 6 + 4y + 4z + 3t 3
S 4+ Ty — 4z — 6t = 3 92 — 6y + 3z + 2t 4
r + y + 3z — 2t 4+ 3u = 1
i) 20 + 2y + 42z — t 4+ 3u = 2
J 30 + 3y + 52 — 2 + 3u = 1°
20 4+ 2y + 8 — 3t + Yu = 2
6r + 4y + b5z 4+ 2t + 3u = 1
k) 3z + 2y + 4z + t + 2u = 3 |
3r + 2y — 2z 4+ t = =77
9r + 6y + =z + 3t + 2u = 2
z + 2y + 3z — 20 + wuwu = 4
1) 3z + 6y + Sz — 4t 4+ 3u = 5
r + 2y + Tz — 4 + uw = 117
2 + 4y + 2z — 3t 4+ 3u = 6
m) {496 — 3y = 0 ; n) {23@ + by — 4z = 0 ;
. — 6y = 0 2z + 3y = 0
0){6x—9y=0’p){3x—5y=0’
) 2¢ — 12y + 6z = 0 r) 4z — 6y + 10z = 0
Y V152 — 30y + 152 = 0 ° 6 — 9y — 152 = 0
2r — 4y = 0 4 — 6y = 0
s) 50 — 10y = 0 ; t) 6r — 9y = 0
3z + 5y = 0 20 — 3y = 0
12. Wyznaczy¢ wartosci wlasne oraz wektory wtasne nastepujacych macierzy:
2 0 0 -1 —-1 0] 4 2
7 -3 1 -1 (3 -1
H A e N
2 20 1 11 [ -5 1 4
h) |2 -1 0]; i |11 1|; §|-514
0 01 11 | -4 1 3
.o I R 129 -22 T T 29 31
Odpowiedzi. 6. a) A-B = {7 0},B~A {31 _24},A - B [_22 oy
5 7 6 2 -1 4 0 0 4 5 4
BT-AT:{QO];b)A-B: 6 1 1 B-A=|5 3 3 |,AY.BT 0 3 3|,
8 -1 4 4 3 4 0 3 4
6 6 8 26 11
BT . AT = 2 1 -1 |;¢)B-A= 26397 ,AT.BT =1 39 16 |;d) A-B= !
11 4 11 16 3 7 3 38 3
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10 15 5 10 22 6 _
B-A=|22 25 19 |,AT.-BT=| 15 25 10 ,BT-AT:[7 36}.7. a) 5 b) 5; ¢) 1;d) 1;
6 10 2 5 19 2

5 -2 3 -5 L
e) —10; f) —60; g) 14; h) 8; i) 24; j) 1000. 8. a) { 9 1 }; b) { 1 9 ]; c) |0
0

1 -4 -3 Ho i 13
5 3 |. I T S | 3 -2, 2 —237 g L
d) 1 =5 =3 ];e) = ; 2 . 9. a) 5 4 ; b) 0 3 ; €) 10 5 |
-1 6 4 ~u 1
1 1 1
10. a) 2, b) 1; ¢ 25 d) 2 e 1; f) 1, g) 25 h) 2 i) 4; j) 3.
11. a) e =5,y = —-2; b) e =5+ 2t, y = ¢, t € R; ¢) uklad sprzeczny; d) z = 1, y = 2, z = 3;
) sk y— 35— 0 f) o3 y—2:Tig) o= b+ dur - duny =i, = st —un
ur,ug € R; h) uklad sprzeczny; i)xz%—k%u,yzo,z:%—%u,tzu,ueR;j) uklad sprzeczny;
k)xzwl,y=w2,z:13,t:19—3w1—2w2,u:—34,w1,w2ER;I)x:—%—le—wg,yzwl,

z:wg,t:f%+2w2,u:%+2w2,w1,w2€R;m)z:%t,y:t,teR;n)x:f%t1+2t2,y:t1,
2=ty t,lp €ER;0) x =35t y=t,t €R;p) =0,y =0;q) & =61 —3ta, y =t1, 2 = b, t1,t2 € R;

r)r=3t,y=t2=0,teR;s)x=0,y=0t) =3t y=ttecR 12 a)/\1)2:2,1}1:{é},

10
1

1 -1 1 0
Vg :|Sb)/\1:_1701:[1];/\2:1;"12:[ 1};C)M:—Lvlz{0})\222,112:{1}

d)>\10,111{_;],)\25,1)2[?];9))\14,01{1})\210,02{_1}1‘))\12,
1

vlz[‘}],Azzavzz[ H;g)m:zm:[}];h)xlz—z,m: 2 [ =,
B 0
0 2 -1 -1 1
Vo = O ,)\323,’03: 1 ;i))\LQ:O,Ul: 1 , U2 = 0 ,/\3:3,1}3: 1 ;
1 0 0 1 1
4 1
HDMa=-Luv=|4 |, A3=0v=|1
3 1

Rachunek wektorowy w R?
13. Obliczy¢ cosinus i modut sinusa kata ¢ miedzy wektorami @ i v, jesli:
a) ﬂ:[1772a2]a 6:[271372]; b) ﬁ:[*lvoag]a 17:[67772]; C) ﬁ:[flaoa?’], 6:[330779]

14. Obliczy¢ pole réwnolegtoboku opartego na wektorach /@ i ﬁ, jesli A = (2,3,-6), B=(6,4,4),
C = (3,7,4).

15. Obliczy¢ pole trojkata o wierzchotkach A = (—1,0,—1), B=(0,2,-3)i C = (4,4,1).

16. Zbadaé, czy punkty P = (0,0,3), R=(—1,2,4)1 S = (2,—4, 1) leza na jednej prostej.

17. Obliczy¢ objetos¢ rownoleglo$cianu opartego na wektorach ﬁ, AC i AD, jesli A = (3,4,3),
B=(9,5-1),C =(1,7,0), D = (3,2,5).

18. Obliczy¢ objetos¢ czworoScianu o wierzchotkach A = (3,1,1), B = (1,4,1), C = (1,1,7)
i D= (3,4,9).

19. Objetos¢ czworoscianu ABCD o trzech danych wierzchotkach A = (2,0,-1), B = (3,—1,1)
iC=(2,-2,3) jest rowna 5. Wyznaczy¢ wspotrzedne wierzchotka D wiedzac, ze lezy on na osi Oy.

20. Zbadaé, czy punkty P = (0,3,4), R = (—1,2,2), S = (2,0,3) i T = (—1,1,1) leza na jednej
plaszczyznie.

Odpowiedzi. 13. a) —4 @; b) 0, 1; ¢) —1, 0. 14. 45. 15. 9. 16. Tak. 17. 12. 18. 2.

T 90 9
19. (0,-8,0) lub (0,7,0). 20. Tak.
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Elementy rachunku rézniczkowego funkcji dwéch i trzech

zmiennych

21. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe rzedu pierwszego i drugiego nastepujacych funkcji:

a) f(z,y) =a'+y" —42°y*  b) flx,y) = V2ey+y%  c) flay) ="

d) f(z,y) =ylz; e) f(z,y)=In(z+y°); ) f(z,y) =In(z+y);

T T—y

g) f(x,y):?; h) f(z,y) =sin®(2z+y); i) flz,y) = e

k) f(z,y,2) =2 +y*2° +3yz+ 220+ 3y; 1) f(z,y,2) = 2°yz;
m) f(z,y,2) =wycos2z; ) f(z,y,2) =Va2+y2+2% o) f(x,y,2)=e"""

22. Wyznaczy¢ wskazane pochodne czastkowe nastepujacych funkcji:

a) f(wy)=e™', fli; b) flwy) =m@?+7), frs ©) floy) =sin(zy), fi.

@) Je) = S s ) S =V,
23. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne nastepujacych funkcji:
a) flz,y) = (e —1*+2y%  b) flz,y) = (z—1)" - 2%
o) flr,y)=(z+y)?—ay—a—>5y; d) flo,y)=22"+3ey+y* - 20—y +1;
e) flz,y)=a? —ay+2y° —x+4y —5; £) flz,y)= -2 +ay—y? -3z +2y—1;
g) fle,y)=2"+ay+y® —6r—4y+5  h) flr,y) =—2® +ay—y* + 2z —y;
) flo,y) =2 +y° =3y, ) fla,y) =y’ +a® — 6ay + 3z + 6y;
k) f(z,y) = 2® +9* — 6xy — 48x; 1) f(z,y) =2 + 3zy* — 152 — 12y;

11
m) f(ﬂc,y):4wy+;+§; n) f(z,y) =2>+2y+y* —4lnz —10Iny;

o) f(z,y) = {4z +y°)e*;  p) f(z,y) =yVr —y* -z +6y;
Q) f(z,y,2) = 2* +y° + 2> + 2x + 4y — 62;
r) f(z,y,2) = —2? —y* — 22 + 8z — 6y + 122;

s) flw,y,2) =2+ 9> +2° —ay+a+22-1;
2 2 2

t) f(x,y,z):i+y——4x+222.

y z

Odpowiedzi. 21. a) fi(x,y) = 4a® — 8xy?, f/(x,y) = 4y* — 8%y, fl.(v,y) = 122° — 8y

. Y
.]) f(x7y) = arctg 57

— — — . — — 4+
fa) = <162y = Jie) ) = 12 =825 B) Jie) = ke flew) = ZE
" _ y 7 _ ry oy " _ z . ’ _
z:cy(x,y) (2Iy+y2)%yv Ty (z,9) (22 2,/.-‘:-512)% yz(x,y), fyy(fﬂ,y) - (wa+y2)%a c) fu(x,y)
e, fla,y) = we™ Y, fl (=, y) em L (2 y) = (e + 1)6” = fya(,y), yy(x y) =
z(ze? + )“y”' d) fi(z,y) = % fi(z,y) = Inz, fl(z,y) = Lz, fiy(zy) = ¢ = Y);

2
w(@y) =05 e) filzy) = o filey) = 3%, f(ny) = —grae fo(ny) = W =
e (T, y) vy (T, y) = ?iiyg)zaf) fol@,y) = Iﬁny,f/( )Zma J;.’};(I7y)__m7f;/y(x?y):
_W = yz(‘r y) yy(m y) = %7 g) f (‘T y) = 127 f/(.’E y) = _?2%7 Z/E/:l)(x7y> = 07
Ley) =~ = [, ) = 500 L) - 2sin(dz + 2y), f1(x,y) = sin(dz + 2y),
e (T,Y) = 8008(4x+2y) y(T,Y) —4608(4:v+2y) ye (@), fyy (@,y) = 2cos(dw +2y); 1) fi(x, y) =
ﬁ; fgl;(xvy) = _(z+y)27 f:lc/x( ay) = (ery)S’ zy(x y) - (;iyl)/g = ym(xvy)a {yyngy) = W:
3 folzy) = 23_‘,!2; f/((t y) = 2—7—1;2’ fow(@y) = (I2+y2)2; f:’xy(x y) = *% = :;/:L‘(‘r7y)7

(1Y) = — Gy K) fi(n,y,2) = 302 + 2, fi(x,y,2) = 22" + 32 + 3, fl(x,y,2) = 24z + 3y,
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gz(xayvz) = b, fé/y(xayvz) =0= g/;/z(xvyaz)a fn/s/z(x7yvz) =0 = f;/z(mayvz)a fg/;/y(xayaz) = 2227
;’Z(x,y,z) = dyz +3 = ;Iy(xayvz)a ;’Z(fmy,z) = 2y27 l) f:lc(xvyvz) = 3{172y2, f;(xvywz) = LC?’Z,

Fola,y, 2) = 2%y, fil(x,y,2) = 6ayz, [, (2,y,2) = 3222 = fy.(x,y,2), [1.(z,y,2) = 3Py = [L,(2,y,2),

vy (@,y,2) =0, f.(v,y,2) = a® = fl(x,y,2), f.(x,y,2) = 0; m) fi(z,y,2) = ycos2z, f(x,y,2) =
wcos2z, fl(z,y,2) = —2wysin2z, fil(z,y,2) =0, fi\(z,y,2) = cos2z = f/ (,y,2), f..(x,y,2) =
—2ysin 2z (T, Y, 2), Z’!'y(x,y,z) = 0, fgl;/z(‘r7yvz) = —2xsin2z = f;ly(xayaz)v fl(xy,2) =

. / _ x ’ _ y / _ z 7 _
—dxycos2z;m) fi(z,y,2) = Vorrpria fy(%yaz) RV fi(zy,2) = N o (T,Y,2) =

Y2422 " _ xy Y " _ 2z e

(3:2+y2+z2)%7 xy(x>y72) - ($2+y2+z2)% - yz(gc,y,z), mz(x,y,z) - (x2+y2+22)% - zm(x7y7z)7
" _ z2422 " _ yz _ 1" _ 22 4y?
yy(x7y7 Z) - (z2+y2+22)% ’ fyz(x7ya Z) - (x2+y2+z2)% - zy(mayv Z): zz(x7y7 Z) - (a:2+y2+z2)% ’
o) fu(x,y,z) = ye™ =2, fi(w,y,2) = xe™ 2, fl(z,y,2) = —e™7%, [l (v,y,2) = y°e™ ™%, [y (v,y,2) =

z)
(1 + l’y)emy*z = ?yf(x’ y? Z)) f;/z(x7y7 Z) = 7yewyiz = ;Ix(x7yﬂz)7 f:l/J/?J(x’ y’ Z) = x2€xyiz7 g//,z(xa y? Z) =

—aetE = (), () = € 220 8) flL(e) = 22+ ) b) [ (o) =
B o) fla(wy) = —x(2sin(wy) + wycos(zy)); d) f(v,y,2) = Al e) fir(n,y,2) =
(1 + 3zyz + 2%y?2%)e™?. 23. a) minimum lokalne w punkcie (1,0) réwne f(1,0) = 0; b) brak
ekstremow lokalnych; ¢) minimum lokalne w punkcie (—1,3) réwne f(—1,3) = —7; d) brak ekstre-
moéw lokalnych; e) minimum lokalne w punkcie (0, —1) réwne f(0,—1) = —7; f) maksimum lokalne
w punkcie (f%, %) réwne f (f%, %) = %; g) minimum lokalne w punkcie (%, %) réwne f (%, %) = 7?;
h) maksimum lokalne w punkcie (1,0) réowne f(1,0) = 1; i) minimum lokalne w punkcie (1,1) réowne
f(1,1) = —1; j) minimum lokalne w punkcie (277,5) rowne f(2—27,5) = —%; k) minimum lokalne
w punkcie (8,24) rowne f(x,y) = —448; 1) maksimum lokalne w punkcie (—2, —1) réwne f(—2,—1) = 28,

minimum lokalne w punkcie (—2, —1) rowne f(—2, —1) = —28; m) minimum lokalne w punkcie (?7 ?)
rowne f (?, 276) = 3+/4; n) minimum lokalne w punkcie (1,2) réwne f(z,y) = 7 — 10In2; o) mini-
mum lokalne w punkcie (f%,()) rowne f (f%,()) = f%; p) minimum lokalne w punkcie (4,4) réwne

f(4,4) = 12; q) minimum lokalne w punkcie (—1,—2,3) réwne f(—1,—2,3) = —14; r) maksimum lo-

kalne w punkcie (4,—3,6) réwne f(4,—3,6) = 61; s) minimum lokalne w punkcie (—2, -1, —1) rowne

3
f (—%, —%,—1) = —%; t) minimum lokalne w punkcie (i, i, i) réwne f (i, %, %) = —%.

Elementy rachunku calkowego funkcji dwéch i trzech zmiennych

24. Obliczy¢ nastepujace calki podwojne [[ f(z,y)dz dy, jesli:
D

a) f(z,y)=ay, (x,y) €D, D={(z,y):0<2<4,4<y <12k
b) f(z,y) =zy(z—y), (x,y) €D, D={(z,y):0<z<1,0
c) flz,y)=1, (z,y) €D, D={(z,9):0<2<1,0<y
d) f(z,y) = % (z,y) €D, D={(z,y):y <z <2y,2<y<4)
e) f(z,y)=2x+vy, (x,y) €D, D -trojkat o wierzchotkach A = (0,0), B =(1,0), C =(0,1);
f) flz,y) =2"+y, (v,y) €D,
D - trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach y =z, y=—z, y=1;
g) f(xvy) =Tr—Y, (-T,y) € Da
D - trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach y =0, y==z, z+y = 2;
h) f(z,y) =x+y, (z,y) €D,
D - trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach x =0, y=0, z+y =2;
i) flz,y) =2"+y* (z,y) €D,
D - trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach y =0, y =z, x =1;
i) flay) =a®+y% (x,y) €D, D={(z,y):2*+y* <16};
k) f(z,y) ="V, (2y) €D, D={(x,y):a® +y* < 1);
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D) flz,y)=eV"T, (z,y) €D, D={(z,y):2° +y° <Ly >0}
1

m) f(fﬂvy):w7 (z,y) € D, D={(z,y):1<2®+y* <4}

Il) f(xvy):m7 (.’E,y)GD, D:{($7y)x2+y2<17y>0}7

o) flzy)=z+y, (z,y) €D, D={(z,y):2°+y° <4,z >0,y > 0};
p) f(z,y)=2—vy, (z,y) €D, D={(z,y):2>+y*<9,y<0}.

25. Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywymi o réwnaniach:

a) y=2r— 2%, y=a1% b) 4y =2% -4z, v —y—-3=0,

26. Obliczy¢ objetosci bryl ograniczonej powierzchniami o réwnaniach:

a) z+y+2-6=0, 3x+y—6=0, 3x+2y—12=0, y=0, z=0;

b) 2243y+2—6=0, =0, y=0, 2=0; ¢) z=1+22+19> z4+y—4=0, =0, y=0, z=0;

d) z=2>+¢% =0, y=2z, y=1, 2=0; e) z=a>+y% y=2 y=1, z=0.

27. Obliczy¢ pole czesci plaszczyzny 3z + 4y + 6z — 12 = 0, ktorej rzutem na plaszczyne Oxy jest
prostokat o wierzchotkach (0,0), (2,0), (2,1), (0,1).

28. Obliczy¢ pole czesci plaszczyzny 3x + 4y — z + 5 = 0, ktorej rzutem na plaszczyne Oxy jest
kwadrat o wierzchotkach (0,0), (1,0), (1,1), (0,1).

29. Obliczy¢ nastepujace calki potrojne [[[ f(z,y,z)dz dydz, jesli:
1%

1 1 1
a) f(m7yaz):;+§+;7 (Z’,y,Z)E‘/, V:{(if,y,Z)1<(E<2,1<y<2,1<2<2},

1
b) f(1'7y,Z) = g(4x2+4xy+y2—8x—4y+1), (x,y,z) € ‘/1

V={(,42):0<s<1,0<y <20

<z<y,0<y<1,0< 2 <y}
d) f(x?y7z):’z’ (x7y)z)€‘/’ V:{(x?y?z)'()gxgzﬁz x<y<2+x30<2 ]‘}7
e) flz,y,2) =2, (x,y,2) €V, V={(2,9,2):0<2<1,0<y<z,0<2z< 2}
1
f) flr,y,2) = —————s5, (1,9,2) €V,

(z+y+z+1)%
V' - obszar okre§lony warunkami =z >0, y >

0, 220, z+y+2<1
g) f(z,y.2) =Va2+y? (z,y,2) €V, V={(z,y,2): 2> +y
h) f(e,y,2) =2 +y° + 27

30. Obliczy¢ objetosé bryty V jesli:

2<16,0 < z < 3);
(z,y,2) €V, V ={(z,y,2): 2® + 9y + 2% = 25}.

a) V={(z,y,2) : 2® +y° =36, -5 < 2 < B};
b) V={(w,y,2):a® +y"+ 2 =1,2<0} o) V={(z,y,2) 12" +y° +2” = 49,2 > 0}.
Odpowiedzi. 24. a) 512; b) —2; c) d) 9;e) 3; f) 2; g) Z; h) 3; i) 3,j) 1287r k) me; 1) m;

m) 27; n) 5 In2; o) p) 18. 25 a) b)% 26. a) 12; b) 6; ¢) 1 d) 1 96, e) S 105 27. %\/671
e)

28. /26. 29 a) 31n2 b) 3:¢) 35d) 15 e) §;f) 2 —In2; g) 128m; h) 25007r. 30. a) 3607; b) 2m;
c) 686 .
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Roéwnania rézniczkowe zwyczajne
31. Rozwiazaé nastepujace rownania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:
a) 22%y' =y;  b) sinzcosy —y coszsing =0; ) e¥(1+2%)y —2x(1+e¥) =

1+2x
1+y’

d) y'sinz=yhy; e (1+a)y —1-y% f)y =

32. Rozwiazac¢ nastepujace rownania roézniczkowe jednorodne:

<R

a) (x+y)y' —y=0; b) xty+ay =0 ¢ zy =zer +y;

d) a:fycongrxcosgy’:O; e) xy'fy:xtgg; f) 2¢/ =y(1 +1Iny —Inz).
x x T

33. Rozwiaza¢ nastepujace rownania rozniczkowe zupetne:

a) (x+y)de+ (z—y)dy =0; b) 2z —y)dz+ (4y — z) dy = 0;

1
c) (v® +2xy?) dx + (22%y + 3zy*)dy = 0;  d) ( + x) dx — % dy = 0;
) Y

e) eVder— 2y —ze¥)dy=0; f) e(1+e¥)dr+eY(1+€")dy=0.
34. Rozwiaza¢ nastepujace rownania rozniczkowe liniowe metoda uzmienniania statej:

a) y —2zy=2—2% b) Y+ 2y = ze c) ¥ +ytgz = sin 2x;

d) v —ytgx =2cos’z; e) zy — 2y = ze s £) (14 2%y +y = arctgz.
35. Rozwiazaé nastepujace réwnania rézniczkowe liniowe o stalych wspotczynnikach metoda przewi-
dywan:
a)y —y=2e" b)y+y=e c)y —6y=—2"7;
d) y+y=202-22+1; e) y+y=a+2>+x+1;, )y —y=uaxe*
g) v —y=>5cos2x; h) ¢y —y=sinz.
36. Rozwiazac¢ nastepujace rownania rézniczkowe liniowe jednorodne rzedu drugiego o statych wspol-

czynnikach:
a) y' =5y —6y=0; b) y'+y -2y=0; )y =0

d) v +2'+y=0; e) y"+6y +10y=0; f) y" —6y' +13y=0.

Odpowiedzi. 31. a) y = Ce 2:; b) cosy = Ccosx; ¢) 1+ e¥ = C(1+22); d) y = 785,
e) arcsiny — arctgr = C; f) 1y? + 1y = 122 + 12% + C. 32. a) y = Cev; b) 22 + 22y = C
¢) In(Cz) = —e~7;d) o = Ce 5" %; e) y = zarcsin(Cx); £) y = ze“®. 33. a) 12?2 + 2y — 3y = C;
b) 22 —ay + 2y%* = C; ¢) zy® + 2%y? = d)"L—+-1zzc2 C; e) we¥ —y? = C'f)e$+ey+ez+y—0.
34, a) y = Ce®’ +%x2; b) y = Ce=" + 1 22~ ;c)y=Ccosx —2cos’z; d) y = oy T 2tgz —
%tg:csinQ:c; e) y = Cx? + 2% 7, f) y = Ce™2¢%% 4 arctgx — 1. 35. a) y = Ce” +2:re ;
b) y=Ce* +xe % ¢c) y=Ce +et;d) y=Ce ®+22% 62 +7; e) y:C’e*‘”—l—x — 222 —|—5x—
f) y = Ce® + (z — 1)e**; g) y = Ce® + 2sin2x — cos2z; h) y = Ce® — ismx - 2cosac
a) y = C1e?® + C2e3%; b) y = C1e 2% + (2e%; ¢) y = C1 + Com; d) y = Cre @ + Come™%;
e) y=e32(Cysinz + Cycosx); £) y = e3%(Cy sin 2z + Cy cos 2).




