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Matematyka 2 - Cwiczenia - Literatura uzupelniajaca

[1.] J. Bana$, S. Wedrychowicz, Zbidr zadati z analizy matematycznej, WNT, Warszawa 1993.

Liczby zespolone
1. Znalezé cze$¢ rzeczywista i cze$é urojong nastepujacych liczb zespolonych:
a) (2-3i)(5+4i); b) 64+2)5-2); ¢ 1+9)3—(1-93% d) 2-i)°+0-0)%

(V3 +i)(—1+/3i) (1—d)2—i
(1+1)2 ' (14i)2+4

. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby zespolone:

3+2i 1
i

ST g
© s P

g) h)

[\

e) 1+v3i; f)1—4 g —vV2++v2i; h) —V3—i.

3. Obliczy¢:
a) (2+V120)%  b) 1-v3)% ¢ 1+ d) (1+V3)7,
12 20
o V3—i\ p (1t 0 W=t T h) 1+ V/3i
2 ) \/i ) g 1 + i 3 11—
4. Obliczy¢ pierwiastki drugiego stopnia z nastepujacych liczb zespolonych:

a)l; b) —1;, ¢ i; d) —i; e) 1—+3i
f) —1+4; g) —3—4i; h) 8+ 6; i) —154+8i; j) 11 —60:.
5. Rozwiazaé¢ nastepujace rownania zespolone:
a) 22-22410=0; b) 22-624+10=0; ¢) 2°+2z+1=0;

d) 22— (2+i)2—1+7i=0; e 22—(3-2i)2+5-5i=0; f) (2+i)22—(5—i)z+2—2i=0;
g) 22+8=0; h)2>-27=0; i) -1=0; j A+4=0.

Odpowiedzi. 1. a) 22, —7; b) 29, 0; ¢) 0, 4; d) 2, —13; e) &, 1T f) 1, v/3; g) —1, 0; h) 0, —1
2. a) 4(cos0 +isin0); b) 5(cos7 + isin); c) 6(c05 Z+ising); d) 7 (cos 3F 8 +isin3T); e) 2 (cos T+
isinZ); f) V2 (cos IF +isin 7F); g) 2 (cos 2F + isin 27); h) 2(cos = +251n7—7’). 3. a) 512—512\/§i;
b) 64; c) 32i; d) 2199 — 21996./3;: e) 1; f) i; g) —4; h) 512 — 512y/3i. 4. a) —1, 1; b) —
c)ﬁ ‘fi,—ﬁ \/ii'd) f f,f ‘[z e) @—l—gi,@—gi;f) {‘f(cos——i—zsm%”)
V2 (cos T +isin 1T); g) 1+21 1—2i; h) =3 —4, 34+4; i) —1 — 44, 1 + 4i; j) —6 + 53, 6 — bi.

5.a)1—3i,1+3i;b) 3—14,3+14;c¢) ,,,@Z, f%Jr—z d)3—i, —1+2i;e)2+4,1—-3i;f) 1 —1,

—2i:g) 1++/3i, =2, 1 —/3i; h 3,§+3\/§Z,,§,73f271 1,4, -1, —4;3) 1+4, —1+14, —1 —1,
5t 2 2 2 2
1.

= o
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Macierze. Wyznaczniki. Uklady réwnan liniowych

6. Wyznaczy¢ (o ile istnieja) iloczyny macierzy A- B, B- A, AT - BT, BT . AT jedli:

31 1 11 -1
a)A:[g _ﬂ,B:B ‘51]; byA=|21 2|, B=|2 -1 1|;
12 3 10 1

13
15 0 5 10 2
C)A_[321}’B_[2 ] d)A_[351}’B_ (7);

7. Obliczy¢ nastepujace wyznaczniki:

1 11 1 11
a)‘ff’l, b)’_fé‘, o |1 23 a -1 o 1]
1 3 6 -1 -1 0
1 3 45 05 0 2 34 =3 12
) 6 5 2 3
3 0 0 2 8 3 4 5
e) ) f) ) g) 4 -9 -3 7T =5 )
5 1 2 7 7T 2 1 4 1 4 1 1 _9
2 0 0 3 0 4 01 _3 7 5 9 3
2 1 4 3 5 3 7 6 5 4 4 2 2 30 0 1 -1
5 6 8 7 4 2 9 7 8 9 3 3 9 40 0 3 7
h) 8 9 7 6 0 0 ) 74 9 7 00 ) 4 5 1 -1 2 4
2 3 5 4 0 0}’ 53 6 1 0 0}’ J 3 8 3 7 6 9
4 3 0 0 0O 0 05 6 00 1 -1 0 0 0 0
6 5 0 0 0 0 0 06 8 00 3 7 0 0 0 0
8. Wyznaczy¢ macierze odwrotne do nastepujacych macierzy:
(1 2 2 5
1 2 -3 2 2 3 1 -1 3]
) 0 1 2 |; d) 1 -1 0 |; e) 4 3 2
0 0 1 -1 2 1 1 -2 5

9. Wyznaczy¢ macierze X spelniajace nastepujace roéwnania:
3 -2 -1 2 2 5 4 —6 |
a)X'[5 —4}[—5 6}’ b)[1 3]'X{2 1]

o [3a]x [ 2]-[2 4]

10. Wyznaczy¢ rzedy nastepujacych macierzy:

13 —2 3 4 -8 —4 12 18
a>[5 8}’ b){—ax 6]’ C)[3 -6 -3 912]’

2 1 -1 1 13 -2 0
d |3 1|: e 2 -2 |; f) 2 6 —4 0 |;
41 -3 3 -1 3 20
2.0 10 1 1 =10 2 3
g |11 01 1|; h |2 -20 4 6|;
1 3 -1 3 2 0 11 -1 -1
1 00 1 2 1 -3 5 -1
O B IR T B I
0 0 2 1|’ 1 -1 23 1
0 00 3 0 0 01 -1
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11. Rozwiazaé¢ nastepujace uktady réwnan liniowych:

3z + Sy = 5 2 — 4y = 10 6r — 4y = 5
a){x—Zy—Q’b){5x—10y—25’c) 9r — 6y = 2 °
r + 2y 4+ 3z = 14 2r - y 4+ =z =1
d) 3r + y + 2z = 11 ; e) 3r + y — 2z = 0 ;
2 + 3y + =z = 11 x — 3y — z = 2
P A SR de — 6y + 22 + 3t = 2
f) v Y == ;o g) 2 — 3y + b5z 4+ Tt = 1 ;
2 + 3y — 5z = T
2¢ — 3y — 1llz — 16t = 1
z + 8 — Tz = 12
3 — by + 2z 4+ 4t = 2 3r — 2y + 5z + 4t = 2
h) Tx — 4y + 2z + 3t = 5 ; i) 6 + 4y + 4z + 3t = 3 ;
5 4+ Ty — 4z — 6t = 3 9 — 6y + 3z 4+ 2t = 4
r + y + 3z — 2t + 3u = 1
) 20 + 2y + 42 — t 4+ 3u = 2
J 32 4+ 3y + 52 — 2 + 3u = 1°
20 + 2y + 8 — 3t + Yu = 2
6r + 4y + 5z + 2t + 3u = 1
k) 3z + 2y + 4z + t + 2u = 3 |
3r + 2y — 2z 4+ t = =7
9 + 6y + =z + 3t + 2u = 2
r + 2y 4+ 3z — 2t + w = 4
1) 3 + 6y + b5z — 4t 4+ 3u = 5
xr + 2y + Tz — 4 + uw = 117
2c 4+ 4y + 2z — 3t + 3u = 6
m) {4z — 3y = 0; mn) {22 + 5y — 4z = 0 ;
4r — 6y = 0 2c + 3y = 0
0){6x—9y:0’p){3x—5y:0’
) 2 — 12y + 62z = 0 r) 4r — 6y + 10z = 0
Y V152 — 30y + 152 = 0 ° 6r — 9y — 152 = 0 °
2 — 4y = 0 dr — 6y = 0
s) bx — 10y = 0 ; t) 6 — 9y = 0
3r + 5y = 0 2 — 3y = 0
. 1. 15 2 29 -22 T BT _ 29 31
Odpowiedzi. 6. a) A-B = {7 O}’ B-A = {31 24}, At - BY = 99 _o4
5 7 6 2 -1 4 0 0 4 5 4
BT~AT:[2O];b)A'B_ 6 1 1|,B-A=1|5 3 3|,AT-BT=]0 3 3
8 -1 4 4 3 4 0 3 4
6 6 8 26 11
B AT=| 2 1 -1 |;e)BAa=| 20 3 Tl argr_ |39 16 |;a)aB=] 5 .|
11 16 3 38 36
-1 1 4 7 3
10 15 5 10 22 6 1 38
B-A=1]22 25 19 [,AT.BT=1| 15 25 10 ,BT-AT:{7 36}7'3)5;1))5;.:)1;(1)1;
6 10 2 5 19 2
5 -2 3 -5 L=z 7
e) —10; f) —60; g) 14; h) 8; i) 24; j) 1000. 8. a) { 9] } b) { 1 9 ]; c) |0 1 =2
0 0 1
1 —4 -3 9 1 _ 11
5 3 |. h ot % 3 -2, 2 —23] s L
d) _1 (53 Z 7e) _ﬁ i % - 9. a) 5 —4 7b) 0 8 ,C) —10 -5
4 1 1
10. a) 23 b) 1, ¢ 2 d) % e L f) 1, g 2 h) 2 i 4 j)
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11. a) e =5,y = —2; b) e =5+ 2t, y = ¢, t € R; ¢) uklad sprzeczny; d) z = 1, y = 2, z = 3;

e)'T:%7y:_%7'z:0;f)m:3ay:2az:1;g)x:%4_%”1_%6”2;3/:”1;Z:_%u%t:u%
ur,ug € R; h) uklad sprzeczny; i) = = I—Z—i—%u, y=0,z=14%—2u,t=u,uc R;j) uklad sprzeczny;
k) 2 =wy, y = we, 2 =13, t =19 — 3wy — 2wy, u = —34, wy,wy € R; l)x:—%—le—wg,y:wl,

Z:wg,t:—%+2w2,’u:%+2WQ,1U1,1U26R;H1)szgt,y:t,teR;n)x:—%t1+2t27y:t17
z=1ly, ti,ts €R;0) =3t y=t,tcR;p) =0,y =0;q) x =6t —3ts, y = t1, 2 =ta, t1,t2 € R; 1)
xz%t,yzt,z:o,teR;s)x:(),y:O;t)x:%t,y:t,teR.

Rachunek wektorowy w R?
12. Obliczy¢ cosinus i modut sinusa kata ¢ miedzy wektorami « i v, jesli:
a) @=[1,-2,2], 5=1[2,1,-2); b) da=[-1,0,3], 7=1[6,7,2]; ¢) @=[-1,0,3], 5=[3,0,—9].

13. Obliczy¢ pole réwnolegltoboku opartego na wektorach E i 1@, jesli A = (2,3,-6), B=(6,4,4),
C=(3,7,4).

14. Obliczy¢ pole trojkata o wierzchotkach A = (—1,0,—1), B=(0,2,-3)i C = (4,4,1).

15. Zbada¢, czy punkty P = (0,0,3), R=(—1,2,4)1 S = (2,—4, 1) leza na jednej prostej.

16. Obliczy¢ objetosé¢ rownoleglo$cianu opartego na wektorach 1@, AC i1 AD, jesli A = (3,4,3),
B=(9,5,—-1),C=(1,7,0), D= (3,2,5).

17. Obliczy¢ objeto§¢ czworoscianu o wierzchotkach A = (3,1,1), B = (1,4,1), C = (1,1,7)
iD= (34,9).

18. Objetosé czworoscianu ABCD o trzech danych wierzchotkach A = (2,0,—1), B = (3,-1,1)
iC=(2,-2,3) jest rowna 5. Wyznaczy¢ wspoltrzedne wierzchotka D wiedzac, ze lezy on na osi Oy.

19. Zbadaé¢, czy punkty P = (0,3,4), R = (—1,2,2), S = (2,0,3) i T = (—1,1,1) leza na jednej
plaszczyznie.

Odpowiedzi. 12. a) —2% ¥65. b) 0, 1; ¢) —1, 0. 13. 45. 14. 9. 15. Tak. 16. 12. 17. 2.

97 9
18. (0,—8,0) lub (0,7,0). 19. Tak.

Elementy rachunku rézniczkowego funkcji dwéch zmiennych
20. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe rzedu pierwszego i drugiego nastepujacych funkcji:
a) f(z,y) =a'+y' =42’y b) flx,y) =V2uy+y%;  c) fla,y) =€
d) f(r,y) =ylnz; e flz,y)=n(x+y*); f) flr,y) =In(z +ny):;

8) fry) =g W) fwy)=sint@ety) D) fey)= 5 ) fy) =acie?.

21. Wyznaczy¢ wskazane pochodne czastkowe nastepujacych funkcji:

a) flz,y)=e™", fir  b) flz,y) =@ +4?), [l o fla,y) =sin(zy), fi,.
22. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne nastepujacych funkcji:
a) flz,y) = (e —1)*+2y%  b) flz,y) = (z—-1)" - 2%
©) flr,y)=(z+y)?—ay—a—>5y; d) flo,y)=20"+3ey+y* - 20—y +1;
e flr,y)=a®—ay+2y* —aw+4y—5 ) fr,y)=—2"+ay -y’ —3r+2y—L;
g) flr,y) =a® +ay+y> —6e—4y+5  h) f(z,y) = 2" +ay -y’ + 20 —y;
i) flo,y) =2 +y* =3y, ) fla,y) =y° +2® — 62y + 3z + 6y;
k) f(z,y) = 2® +y* — 6xy — 487; D) f(z,y) =2 + 3zy? — 150 — 12y;

11
m) f(x,y)=4wy+5+§; n) f(z,y) =2>+2y+y* —4lnz —10Iny;

o) f(z,y) = (dz+y*)e*;  p) flz,y) =yvo —y> —x +6y.

Odpowiedzi. 20. a) fl(r,y) = 423 — S8xy?, fo(z,y) = a4y — 8x%y, fV (z,y) = 1222 — 8y?,
" 4y

;;ly(m7y) = _16:62’/ = gl//ﬁl?(xay)a fyy(m,y) = 12y2 - 8:1:27 b) f:;($7y) = \/ﬁ: f@lj(a:7y) = m:
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" - v - my _ _ gn a? / _
I:Ey(x,y) - (2wy+y2)%y7 ( y) (2 y+yz/2)% yx(x y) yy(‘r y) , Yty )%) C) f (:L' y)
e, fo(xyy) = wemHY, il (xy) = ", fT (2,y) = (ve¥ + 1)e™ e = fyz(2,9), yy(l‘ y) =
z(ze¥ + 1)e™ V5 d) f!c(x,y) =¥ fl(zy) = nz, fl(zy) = =%, fl(xy) =1 = ( Y)s
yy(m y) - O e) f/(l‘ y) = g;+y27 f( ) = w?gﬂa a/v/w(x y) = _m7 f;ly(xhy) = _W =
y;c(x y) f (l‘ y) ?;Siyg)za f) fac(z y) - T_&nya fgl;( ) = y(a:+1ny)’ f ( ) _ma fa:y(xay) -
x+In 1 x
—W = yz(CE Y), yy(af y) = %a g) fi(z.y) = y27 fé(%i‘/) = _573’ vz (T y) = 0,
w(wy) = =5 = flh(zy), fi,(z.y) = 35 h) file,y) = 2sin(dz + 2y), fi(z,y) = sin(da + 2y),
v (T,y) = 8cos(dx +2y), fr,(z,y) = 4cos(4x+2y) = fou(@, ), fo,(2,y) = 2cos(dx +2y); 1) fr(z,y) =
2(x—
G Lwy) = gl floey) =~ fh(ey) = EEF = f@), T(:9) = Gy
j) f;(xvy) = _ﬁa f;(‘ray) = ﬁ? f;/x(‘ray) = (mz%ic;j 2 f:::/y(x y) = _ﬁ = ;z(xvy)a

. 2 .2
1) = — o 31 a) fIL(ny) = 272 4wy b () = BB ) ()

—x(2sin(zy) + xy cos(xy)). 22. a) minimum lokalne w punkcie (1,0) réwne f(1,0) = 0; b) brak eks-
treméw lokalnych; ¢) minimum lokalne w punkcie (—1,3) rowne f(—1,3) = —7; d) brak ekstremow

lokalnych; e) minimum lokalne w punkcie (0, —1) rowne f(0, —1) = —7; f) maksimum lokalne w punkcie

(—%,%) réowne f( 3 :1,)) = %; g) minimum lokalne w punkcie (%, %) rowne f (3, 3) = —13—3; h) maksi-

mum lokalne w punkcie (1,0) rowne f(1,0) = 1; i) minimum lokalne w punkcie (1, 1) rowne f(1,1) = —1;
j) minimum lokalne w punkcie (27,5) réwne f (27,5) = —1%%; k) minimum lokalne w punkcie (8, 24)
rowne f(x,y) = —448; 1) maksimum lokalne w punkcie (— 2 —1) rowne f(—2,—1) = 28, minimum

vz V2

lokalne w punkcie (—2,—1) réwne f(—2,—1) = —28; m) minimum lokalne w punkcie ( =,

) réwne
¥ Y3\ _ 297 . . ) o )
55 = 3+/4; n) minimum lokalne w punkcie (1,2) réwne f(x,y) = 7—101n2; 0) minimum lokalne
w punkcie (—%,0) rowne f (—%, O) = —%; p) minimum lokalne w punkcie (4, 4) réwne f(4,4) = 12.
Elementy rachunku calkowego funkcji dwéch zmiennych

23. Obliczy¢ nastepujace catki podwojne [[ f(z,y) dz dy, jesli:
D

a) f(z,y)=zy, (r,y)eD, D={(z,y):0<z<4,4<y
b) f(z,y) =zy(z—y), (z,y) €D, D={(z,y):0<z<1,0<y <2}
c) flz,y)=1, (x,y) €D, D={(z,y):0<2<1,0<y
) fley) =" (@y) €D, D={(@y) iy <e<22<y<4y
e) f(z,y)=x+vy, (x,y) €D, D -trojkat o wierzchotkach A = (0,0), B =(1,0), C =(0,1);
f) flz,y) =2"+y, (z,y) €D,
D - trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach y =z, y=—z, y=1;
g) flz,y)=z—-y, (z,y) €D,
D - trojkat ograniczony prostymi o roéwnaniach y =0, y=z, x+y =2;
h) f(z,y) =x+y, (z,y) €D,
D - trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach * =0, y=0, z+y = 2;
i) f(z,y) =2"+y? (v,y) €D,
D - trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach y =0, y==z, =z =1;
) flay) =2’ +y% (z,y) € D, D={(z,y):2° +y* <16};
k) flay)=e" ', (vy) €D, D={(x,y):a® +y* < 1;

) flz,y)=eV"T, (z,y) €D, D={(z,y): 2> +y* <1,y >0}
1

m) f(z,y) = (z,y) € D, D={(z,y):1<a®+y* <4};
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1
o) fz,y)=z+y, (z,y) €D, D={(z,y):2”+y* <4,2>0,y >0}
p) flz.y)=z—y, (v,y) €D, D={(x,y):2* +y* <9,y <O}
24. Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywymi o réwnaniach:

n) f(z,y) = (z,y) € D, D={(z,y): 2> +y* <1,y >0}

a) y=2r—2% y=2x% b)) dy=2>—4dx, x—y—3=0,
25. Obliczy¢ objetosci bryl ograniczonej powierzchniami o réwnaniach:
a) r+y+2—-6=0, 3z+y—6=0, 3z+2y—12=0, y=0, z=0;
b) 2z+3y+2z—6=0, =0, y=0, z=0; c) z=14+22+y? a+y—4=0, =0, y=0, z=0;
d) z=2?+¢% =0, y=2z, y=1, 2=0; e) z=a2+y% y=2 y=1, z=0.

26. Obliczy¢ pole czesci plaszezyzny 3z + 4y + 6z — 12 = 0, ktérej rzutem na plaszczyne Ozxy jest
prostokat o wierzchotkach (0,0), (2,0), (2,1), (0,1).

27. Obliczy¢ pole czesci ptaszczyzny 3z + 4y — z + 5 = 0, ktérej rzutem na plaszczyne Ozy jest
kwadrat o wierzchotkach (0,0), (1,0), (1,1), (0,1).

Odpowiedzi. 23. a) 512; b) —%; c) %; d) 9; e) ;) 2; g) %; h) %; i) 3; ) 1287; k) 7e; 1) m;
m) 27; n) 7 In2; o) 1—36; p) 18. 24. a) %; b) %. 25. a) 12; b) 6; ¢) %; d) %; e) %. 26. %\/61.
27. \/26.

Réwnania rézniczkowe zwyczajne
28. Rozwiazaé nastepujace rownania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:

a) 22% =y; b) sinwzcosy -y coszsiny=0; c) e’(1+a%)y —2z(1+e¥) =0;

. r l+zx
d) y'sinz=ylny; e (1+2°)y —1-y% f) V= Ty

29. Rozwiazac¢ nastepujace rownania roézniczkowe jednorodne:

a) (x+y)y —y=0; b) zt+y+zy =0 ¢ zy =zer +y;

d) xfycosg+xcosy~y’:0; e) xy’fy:xtgg; f) 2/ =y(1+1Iny —Inz).
x x T

30. Rozwigzaé nastepujace rownania rézniczkowe zupelne:

a) (r+y)de+ (x —y)dy = 0; b) (2z —y)dz + (4y — z) dy = 0;
1
c) (1 + 2xy?) dx + (222y + 3xy°) dy = 0; d) <y+x) dx—y%dy:O;

e) eVdr — 2y —ze¥)dy=0; f) e“(1+e¥)dr+eY(1+€")dy=0.

31. Rozwiazaé nastepujace rownania rézniczkowe liniowe metoda uzmienniania stalej:
a) y —2zy=x—2% b) y + 20y = ze " c) ¥y +ytga = sin2uz;

d) v —ytgz =2cos’; e) wy —2y=we r; f) (1+a7)y +y=arctga.
32. Rozwiaza¢ nastepujace rownania rézniczkowe liniowe jednorodne rzedu drugiego o stalych wspol-
czynnikach:
a) ¢ —5y —6y=0; b)y'+y -2y=0; ¢)y =0
d) " +2/ +y=0; e y' +6y +10y=0; f) y" —6y' +13y=0.

Odpowiedzi. 28. a) y = Ce s b) cosy = Ccosz; ¢) 1 +e¥ = C(1 +22); d) y = e“t83;
e) arcsiny — arctgz = C; f) %y2 + %yg = %xQ + %wg +C. 29. a) y = Cev; b) 2% + 2zy = C;
c) In(Cz) = —e~7; d) o = Ce %" %; e) y = zarcsin(Cx); f) y = ze®*. 30. a) 2% +ay — 1y? = C;
b) 22 —xy + 2y%? = C; ¢) zy® + 2%y? = C; d) g—&—%xQ =Cse)xey —y? =C; f) e® +e¥ + etV =C.
31. a) y = Ce™” + %x2; b) y = Ce=" + %x%‘xz; c)y=Ccosw —2cos’x; d) y = cch + 2tgx —
%tgwsinzx; e)y = Ca? + z2e" f) y = Cem ™% 4 aretgr — 1. 32, a) y = C1e?* + (e’
b) y = Cie™2 + Coe®; ¢) y = C1 + Cox; d) y = Cre™® + Coxe %5 €) y = e 3%(Cy sinw + Cy cos x);
f) y = e3%(C} sin 2z + Cq cos 2).




