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Liczby zespolone

1. Znale¹¢ cz¦±¢ rzeczywist¡ i cz¦±¢ urojon¡ nast¦puj¡cych liczb zespolonych:

a) (2− 3i)(5 + 4i); b) (5 + 2i)(5− 2i); c) (1 + i)3 − (1− i)3; d) (2− i)3 + (1− i)2;

e)
3 + 2i

4− 3i
; f)

1

i
; g)

(
√
3 + i)(−1 +

√
3i)

(1 + i)2
; h)

(1− i)2 − i
(1 + i)2 + i

.

2. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej nast¦puj¡ce liczby zespolone:

a) 4; b) − 5; c) 6i; d) − 7i;

e) 1 +
√
3i; f) 1− i; g) −

√
2 +
√
2i; h) −

√
3− i.

3. Obliczy¢:

a) (2 +
√
12i)5; b) (1−

√
3i)6; c) (1 + i)10; d) (1 +

√
3i)1997;

e)

(√
3− i
2

)12

; f)

(
1 + i√

2

)26

; g)

(
−1 + i

1 + i

)7

; h)

(
1 +
√
3i

1− i

)20

.

4. Obliczy¢ pierwiastki drugiego stopnia z nast¦puj¡cych liczb zespolonych:

a) 1; b) − 1; c) i; d) − i; e) 1−
√
3i;

f) − 1 + i; g) − 3− 4i; h) 8 + 6i; i) − 15 + 8i; j) 11− 60i.

5. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania zespolone:

a) z2 − 2z + 10 = 0; b) z2 − 6z + 10 = 0; c) z2 + z + 1 = 0;

d) z2 − (2 + i)z − 1 + 7i = 0; e) z2 − (3− 2i)z + 5− 5i = 0; f) (2 + i)z2 − (5− i)z + 2− 2i = 0;

g) z3 + 8 = 0; h) z3 − 27 = 0; i) z4 − 1 = 0; j) z4 + 4 = 0.

Odpowiedzi. 1. a) 22, −7; b) 29, 0; c) 0, 4; d) 2, −13; e) 6
25 ,

17
25 ; f) 1,

√
3; g) −1, 0; h) 0, −1.

2. a) 4(cos 0 + i sin 0); b) 5(cosπ + i sinπ); c) 6
(
cos π2 + i sin π

2

)
; d) 7

(
cos 3π

2 + i sin 3π
2

)
; e) 2

(
cos π3+

i sin π
3

)
; f)
√
2
(
cos 7π

4 + i sin 7π
4

)
; g) 2

(
cos 3π

4 + i sin 3π
4

)
; h) 2

(
cos 7π

6 + i sin 7π
6

)
. 3. a) 512 − 512

√
3i;

b) 64; c) 32i; d) 21996 − 21996
√
3i; e) 1; f) i; g) −i; h) 512 − 512

√
3i. 4. a) −1, 1; b) −i, i;

c)
√
2
2 +

√
2
2 i, −

√
2
2 −

√
2
2 i; d) −

√
2
2 +

√
2
2 i,

√
2
2 −

√
2
2 i; e) −

√
6
2 +

√
2
2 i,

√
6
2 −

√
2
2 i; f)

4
√
2
(
cos 3π

8 + i sin 3π
8

)
,

4
√
2
(
cos 11π

8 + i sin 11π
8

)
; g) −1 + 2i, 1 − 2i; h) −3 − i, 3 + i; i) −1 − 4i, 1 + 4i; j) −6 + 5i, 6 − 5i.

5. a) 1− 3i, 1 + 3i; b) 3− i, 3 + i; c) − 1
2 −

√
3
2 i, −

1
2 +

√
3
2 i; d) 3− i, −1 + 2i; e) 2 + i, 1− 3i; f) 1− i,

4
5 −

2
5 i; g) 1 +

√
3i, −2, 1−

√
3i; h) 3, − 3

2 + 3
√
3

2 i, − 3
2 −

3
√
3

2 i; i) 1, i, −1, −i; j) 1 + i, −1 + i, −1− i,
1− i.
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Macierze. Wyznaczniki. Ukªady równa« liniowych

6. Wyznaczy¢ (o ile istniej¡) iloczyny macierzy A ·B, B ·A, AT ·BT, BT ·AT, je±li:

a) A =

[
3 −2
5 −4

]
, B =

[
3 4
2 5

]
; b) A =

 3 1 1
2 1 2
1 2 3

 , B =

 1 1 −1
2 −1 1
1 0 1

 ;

c) A =

[
1 5 0
3 2 1

]
, B =

[
5 7
2 3

]
; d) A =

[
1 0 2
3 5 1

]
, B =

 1 3
7 5
0 2

 .
7. Obliczy¢ nast¦puj¡ce wyznaczniki:

a)

∣∣∣∣ 2 3
1 4

∣∣∣∣ ; b)

∣∣∣∣ 2 1
−1 2

∣∣∣∣ ; c)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
1 3 6

∣∣∣∣∣∣ ; d)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
−1 0 1
−1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ ;

e)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 4 5
3 0 0 2
5 1 2 7
2 0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; f)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 5 0 2
8 3 4 5
7 2 1 4
0 4 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; g)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4 −3 −1 2
−5 6 5 2 3
4 −9 −3 7 −5
−1 −4 1 1 −2
−3 7 5 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 4 3 5 3
5 6 8 7 4 2
8 9 7 6 0 0
2 3 5 4 0 0
4 3 0 0 0 0
6 5 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; i)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 6 5 4 4 2
9 7 8 9 3 3
7 4 9 7 0 0
5 3 6 1 0 0
0 0 5 6 0 0
0 0 6 8 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; j)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 0 0 1 −1
9 4 0 0 3 7
4 5 1 −1 2 4
3 8 3 7 6 9
1 −1 0 0 0 0
3 7 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

8. Wyznaczy¢ macierze odwrotne do nast¦puj¡cych macierzy:

a)

[
1 2
2 5

]
; b)

[
2 5
1 3

]
;

c)

 1 2 −3
0 1 2
0 0 1

 ; d)

 2 2 3
1 −1 0
−1 2 1

 ; e)

 1 −1 3
4 3 2
1 −2 5

 .
9. Wyznaczy¢ macierze X speªniaj¡ce nast¦puj¡ce równania:

a) X ·
[

3 −2
5 −4

]
=

[
−1 2
−5 6

]
; b)

[
2 5
1 3

]
·X =

[
4 −6
2 1

]
;

c)

[
3 1
3 2

]
·X ·

[
−3 2
5 −3

]
=

[
−2 4
3 −1

]
.

10. Wyznaczy¢ rz¦dy nast¦puj¡cych macierzy:

a)

[
1 3
5 8

]
; b)

[
−2 3
−4 6

]
; c)

[
4 −8 −4 12 18
3 −6 −3 9 12

]
;

d)

 2 1
3 1
4 1

 ; e)

 −1 1
2 −2
−3 3

 ; f)

 1 3 −2 0
2 6 −4 0
−1 3 2 0

 ;

g)

 2 0 1 0 1
1 1 0 1 1
1 3 −1 3 2

 ; h)

 1 −1 0 2 3
2 −2 0 4 6
0 1 1 −1 −1

 ;

i)


1 0 0 1
0 −2 1 3
0 0 2 1
0 0 0 3

 ; j)


2 1 −3 5 −1
2 1 −3 5 −1
1 −1 2 3 1
0 0 0 1 −1

 .
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11. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce ukªady równa« liniowych:

a)

{
3x + 5y = 5
x − 2y = 9

; b)

{
2x − 4y = 10
5x − 10y = 25

; c)

{
6x − 4y = 5
9x − 6y = 2

;

d)

 x + 2y + 3z = 14
3x + y + 2z = 11
2x + 3y + z = 11

; e)

 2x − y + z = 1
3x + y − 2z = 0
x − 3y − z = 2

;

f)


2x + 5y − 8z = 8
4x + 3y − 9z = 9
2x + 3y − 5z = 7
x + 8y − 7z = 12

; g)

 4x − 6y + 2z + 3t = 2
2x − 3y + 5z + 7t = 1
2x − 3y − 11z − 15t = 1

;

h)

 3x − 5y + 2z + 4t = 2
7x − 4y + z + 3t = 5
5x + 7y − 4z − 6t = 3

; i)

 3x − 2y + 5z + 4t = 2
6x + 4y + 4z + 3t = 3
9x − 6y + 3z + 2t = 4

;

j)


x + y + 3z − 2t + 3u = 1

2x + 2y + 4z − t + 3u = 2
3x + 3y + 5z − 2t + 3u = 1
2x + 2y + 8z − 3t + 9u = 2

;

k)


6x + 4y + 5z + 2t + 3u = 1
3x + 2y + 4z + t + 2u = 3
3x + 2y − 2z + t = −7
9x + 6y + z + 3t + 2u = 2

;

l)


x + 2y + 3z − 2t + u = 4

3x + 6y + 5z − 4t + 3u = 5
x + 2y + 7z − 4t + u = 11

2x + 4y + 2z − 3t + 3u = 6

;

m)
{

4x − 3y = 0 ; n)
{

2x + 5y − 4z = 0 ;

o)

{
4x − 6y = 0
6x − 9y = 0

; p)

{
2x + 3y = 0
3x − 5y = 0

;

q)

{
2x − 12y + 6z = 0
5x − 30y + 15z = 0

; r)

{
4x − 6y + 10z = 0
6x − 9y − 15z = 0

;

s)

 2x − 4y = 0
5x − 10y = 0
3x + 5y = 0

; t)

 4x − 6y = 0
6x − 9y = 0
2x − 3y = 0

.

Odpowiedzi. 6. a) A · B =

[
5 2
7 0

]
, B · A =

[
29 −22
31 −24

]
, AT · BT =

[
29 31
−22 −24

]
,

BT · AT =

[
5 7
2 0

]
; b) A · B =

 6 2 −1
6 1 1
8 −1 4

, B · A =

 4 0 0
5 3 3
4 3 4

, AT · BT =

 4 5 4
0 3 3
0 3 4

,
BT ·AT =

 6 6 8
2 1 −1
−1 1 4

; c) B ·A =

[
26 39 7
11 16 3

]
, AT ·BT =

 26 11
39 16
7 3

; d) A ·B =

[
1 7

38 36

]
,

B ·A =

 10 15 5
22 25 19
6 10 2

, AT ·BT =

 10 22 6
15 25 10
5 19 2

, BT ·AT =

[
1 38
7 36

]
. 7. a) 5; b) 5; c) 1; d) 1;

e) −10; f) −60; g) 14; h) 8; i) 24; j) 1000. 8. a)

[
5 −2
−2 1

]
; b)

[
3 −5
−1 2

]
; c)

 1 −2 7
0 1 −2
0 0 1

;
d)

 1 −4 −3
1 −5 −3
−1 6 4

; e)
 19

4 − 1
4 − 11

4
− 9

2
1
2

5
2

− 11
4

1
4

7
4

. 9. a)

[
3 −2
5 −4

]
; b)

[
2 −23
0 8

]
; c)

[
8 13

3
−10 −5

]
.

10. a) 2; b) 1; c) 2; d) 2; e) 1; f) 1; g) 2; h) 2; i) 4; j) 3.
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11. a) x = 5, y = −2; b) x = 5 + 2t, y = t, t ∈ R; c) ukªad sprzeczny; d) x = 1, y = 2, z = 3;
e) x = 1

5 , y = − 3
5 , z = 0; f) x = 3, y = 2, z = 1; g) x = 1

2 + 3
2u1 −

1
16u2, y = u1, z = − 11

8 u2, t = u2,
u1, u2 ∈ R; h) ukªad sprzeczny; i) x = 7

18 + 1
18u, y = 0, z = 1

6 −
5
6u, t = u, u ∈ R; j) ukªad sprzeczny;

k) x = w1, y = w2, z = 13, t = 19 − 3w1 − 2w2, u = −34, w1, w2 ∈ R; l) x = − 9
2 − 2w1 − w2, y = w1,

z = w2, t = − 7
2 + 2w2, u = 3

2 + 2w2, w1, w2 ∈ R; m) x = 3
4 t, y = t, t ∈ R; n) x = − 5

2 t1 + 2t2, y = t1,
z = t2, t1, t2 ∈ R; o) x = 3

2 t, y = t, t ∈ R; p) x = 0, y = 0; q) x = 6t1 − 3t2, y = t1, z = t2, t1, t2 ∈ R; r)
x = 3

2 t, y = t, z = 0, t ∈ R; s) x = 0, y = 0; t) x = 3
2 t, y = t, t ∈ R.

Rachunek wektorowy w R3

12. Obliczy¢ cosinus i moduª sinusa k¡ta ϕ mi¦dzy wektorami ~u i ~v, je±li:

a) ~u = [1,−2, 2], ~v = [2, 1,−2]; b) ~u = [−1, 0, 3], ~v = [6, 7, 2]; c) ~u = [−1, 0, 3], ~v = [3, 0,−9].

13. Obliczy¢ pole równolegªoboku opartego na wektorach
−−→
AB i

−→
AC, je±li A = (2, 3,−6), B = (6, 4, 4),

C = (3, 7, 4).
14. Obliczy¢ pole trójk¡ta o wierzchoªkach A = (−1, 0,−1), B = (0, 2,−3) i C = (4, 4, 1).
15. Zbada¢, czy punkty P = (0, 0, 3), R = (−1, 2, 4) i S = (2,−4, 1) le»¡ na jednej prostej.

16. Obliczy¢ obj¦to±¢ równolegªo±cianu opartego na wektorach
−−→
AB,

−→
AC i

−−→
AD, je±li A = (3, 4, 3),

B = (9, 5,−1), C = (1, 7, 0), D = (3, 2, 5).
17. Obliczy¢ obj¦to±¢ czworo±cianu o wierzchoªkach A = (3, 1, 1), B = (1, 4, 1), C = (1, 1, 7)

i D = (3, 4, 9).
18. Obj¦to±¢ czworo±cianu ABCD o trzech danych wierzchoªkach A = (2, 0,−1), B = (3,−1, 1)

i C = (2,−2, 3) jest równa 5. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne wierzchoªka D wiedz¡c, »e le»y on na osi Oy.
19. Zbada¢, czy punkty P = (0, 3, 4), R = (−1, 2, 2), S = (2, 0, 3) i T = (−1, 1, 1) le»¡ na jednej

pªaszczy¹nie.

Odpowiedzi. 12. a) − 4
9 ,
√
65
9 ; b) 0, 1; c) −1, 0. 13. 45. 14. 9. 15. Tak. 16. 12. 17. 2.

18. (0,−8, 0) lub (0, 7, 0). 19. Tak.

Elementy rachunku ró»niczkowego funkcji dwóch zmiennych

20. Wyznaczy¢ pochodne cz¡stkowe rz¦du pierwszego i drugiego nast¦puj¡cych funkcji:

a) f(x, y) = x4 + y4 − 4x2y2; b) f(x, y) =
√
2xy + y2; c) f(x, y) = exe

y

;

d) f(x, y) = y lnx; e) f(x, y) = ln(x+ y2); f) f(x, y) = ln(x+ ln y);

g) f(x, y) =
x

y2
; h) f(x, y) = sin2(2x+ y); i) f(x, y) =

x− y
x+ y

; j) f(x, y) = arc tg
y

x
.

21. Wyznaczy¢ wskazane pochodne cz¡stkowe nast¦puj¡cych funkcji:

a) f(x, y) = exy
2

, f ′′′yxx; b) f(x, y) = ln(x2 + y2), f ′′′yyx; c) f(x, y) = sin(xy), f ′′′yyx.

22. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne nast¦puj¡cych funkcji:

a) f(x, y) = (x− 1)2 + 2y2; b) f(x, y) = (x− 1)2 − 2y2;

c) f(x, y) = (x+ y)2 − xy − x− 5y; d) f(x, y) = 2x2 + 3xy + y2 − 2x− y + 1;

e) f(x, y) = x2 − xy + 2y2 − x+ 4y − 5; f) f(x, y) = −x2 + xy − y2 − 3x+ 2y − 1;

g) f(x, y) = x2 + xy + y2 − 6x− 4y + 5; h) f(x, y) = −x2 + xy − y2 + 2x− y;

i) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy; j) f(x, y) = y3 + x2 − 6xy + 3x+ 6y;

k) f(x, y) = x3 + y2 − 6xy − 48x; l) f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y;

m) f(x, y) = 4xy +
1

x
+

1

y
; n) f(x, y) = x2 + xy + y2 − 4 lnx− 10 ln y;

o) f(x, y) = (4x+ y2)e2x; p) f(x, y) = y
√
x− y2 − x+ 6y.

Odpowiedzi. 20. a) f ′x(x, y) = 4x3 − 8xy2, f ′y(x, y) = 4y3 − 8x2y, f ′′xx(x, y) = 12x2 − 8y2,

f ′′xy(x, y) = −16xy = f ′′yx(x, y), f
′′
yy(x, y) = 12y2 − 8x2; b) f ′x(x, y) = y√

2xy+y2
, f ′y(x, y) = x+y√

2xy+y2
,
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f ′′xx(x, y) = − y2

(2xy+y2)
3
2
, f ′′xy(x, y) = xy

(2xy+y2)
3
2

= f ′′yx(x, y), f
′′
yy(x, y) = − x2

(2xy+y2)
3
2
; c) f ′x(x, y) =

exe
y+y, f ′y(x, y) = xexe

y+y, f ′′xx(x, y) = exe
y+2y, f ′′xy(x, y) = (xey + 1)exe

y+y = f ′′yx(x, y), f
′′
yy(x, y) =

x(xey + 1)exe
y+y; d) f ′x(x, y) = y

x , f
′
y(x, y) = lnx, f ′′xx(x, y) = − y

x2 , f
′′
xy(x, y) = 1

x = f ′′yx(x, y),

f ′′yy(x, y) = 0; e) f ′x(x, y) = 1
x+y2 , f

′
y(x, y) = 2y

x+y2 , f
′′
xx(x, y) = − 1

(x+y2)2 , f
′′
xy(x, y) = − 2y

(x+y2)2 =

f ′′yx(x, y), f
′′
yy(x, y) =

2(x−y2)
(x+y2)2 ; f) f

′
x(x, y) =

1
x+ln y , f

′
y(x, y) =

1
y(x+ln y) , f

′′
xx(x, y) = − 1

(x+ln y)2 , f
′′
xy(x, y) =

− 1
y(x+ln y)2 = f ′′yx(x, y), f

′′
yy(x, y) = − x+ln y+1

y2(x+ln y)2 ; g) f ′x(x, y) = 1
y2 , f

′
y(x, y) = − 2x

y3 , f
′′
xx(x, y) = 0,

f ′′xy(x, y) = − 2
y3 = f ′′yx(x, y), f

′′
yy(x, y) = 6x

y4 ; h) f
′
x(x, y) = 2 sin(4x + 2y), f ′y(x, y) = sin(4x + 2y),

f ′′xx(x, y) = 8 cos(4x+2y), f ′′xy(x, y) = 4 cos(4x+2y) = f ′′yx(x, y), f
′′
yy(x, y) = 2 cos(4x+2y); i) f ′x(x, y) =

2y
(x+y)2 , f

′
y(x, y) = − 2x

(x+y)2 , f
′′
xx(x, y) = − 4y

(x+y)3 , f
′′
xy(x, y) = 2(x−y)

(x+y)3 = f ′′yx(x, y), f
′′
yy(x, y) = 4x

(x+y)3 ;

j) f ′x(x, y) = − y
x2+y2 , f

′
y(x, y) = x

x2+y2 , f
′′
xx(x, y) = 2xy

(x2+y2)2 , f
′′
xy(x, y) = − x2−y2

(x2+y2)2 = f ′′yx(x, y),

f ′′yy(x, y) = −
2xy

(x2+y2)2 . 21. a) f
′′′
yxx(x, y) = 2y3(2 + xy2)exy

2

; b) f ′′′yyx(x, y) =
4x(3y2−x2)
(x2+y2)3 ; c) f ′′′yyx(x, y) =

−x(2 sin(xy) + xy cos(xy)). 22. a) minimum lokalne w punkcie (1, 0) równe f(1, 0) = 0; b) brak eks-
tremów lokalnych; c) minimum lokalne w punkcie (−1, 3) równe f(−1, 3) = −7; d) brak ekstremów
lokalnych; e) minimum lokalne w punkcie (0,−1) równe f(0,−1) = −7; f) maksimum lokalne w punkcie(
− 4

3 ,
1
3

)
równe f

(
− 4

3 ,
1
3

)
= 4

3 ; g) minimum lokalne w punkcie
(
8
3 ,

2
3

)
równe f

(
8
3 ,

2
3

)
= − 13

3 ; h) maksi-
mum lokalne w punkcie (1, 0) równe f(1, 0) = 1; i) minimum lokalne w punkcie (1, 1) równe f(1, 1) = −1;
j) minimum lokalne w punkcie

(
27
2 , 5

)
równe f

(
27
2 , 5

)
= − 109

4 ; k) minimum lokalne w punkcie (8, 24)
równe f(x, y) = −448; l) maksimum lokalne w punkcie (−2,−1) równe f(−2,−1) = 28, minimum

lokalne w punkcie (−2,−1) równe f(−2,−1) = −28; m) minimum lokalne w punkcie
(

3√2
2 ,

3√2
2

)
równe

f
(

3√2
2 ,

3√2
2

)
= 3 3
√
4; n) minimum lokalne w punkcie (1, 2) równe f(x, y) = 7−10 ln 2; o) minimum lokalne

w punkcie
(
− 1

2 , 0
)
równe f

(
− 1

2 , 0
)
= − 2

e ; p) minimum lokalne w punkcie (4, 4) równe f(4, 4) = 12.

Elementy rachunku caªkowego funkcji dwóch zmiennych

23. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki podwójne
∫∫
D

f(x, y) dx dy, je±li:

a) f(x, y) = xy, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : 0 6 x 6 4, 4 6 y 6 12};

b) f(x, y) = xy(x− y), (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 2};

c) f(x, y) = 1, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6
√
x};

d) f(x, y) =
x

y
, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : y 6 x 6 2y, 2 6 y 6 4};

e) f(x, y) = x+ y, (x, y) ∈ D, D - trójk¡t o wierzchoªkach A = (0, 0), B = (1, 0), C = (0, 1);

f) f(x, y) = x2 + y, (x, y) ∈ D,

D - trójk¡t ograniczony prostymi o równaniach y = x, y = −x, y = 1;

g) f(x, y) = x− y, (x, y) ∈ D,

D - trójk¡t ograniczony prostymi o równaniach y = 0, y = x, x+ y = 2;

h) f(x, y) = x+ y, (x, y) ∈ D,

D - trójk¡t ograniczony prostymi o równaniach x = 0, y = 0, x+ y = 2;

i) f(x, y) = x2 + y2, (x, y) ∈ D,

D - trójk¡t ograniczony prostymi o równaniach y = 0, y = x, x = 1;

j) f(x, y) = x2 + y2, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 16};

k) f(x, y) = ex
2+y2 , (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 1};

l) f(x, y) = e
√
x2+y2 , (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 1, y > 0};

m) f(x, y) =
1√

x2 + y2
, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : 1 6 x2 + y2 6 4};
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n) f(x, y) =
1

1 + x2 + y2
, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 1, y > 0};

o) f(x, y) = x+ y, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 4, x > 0, y > 0};
p) f(x, y) = x− y, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 9, y 6 0}.

24. Obliczy¢ pole �gury ograniczonej krzywymi o równaniach:

a) y = 2x− x2, y = x2; b) 4y = x2 − 4x, x− y − 3 = 0,

25. Obliczy¢ obj¦to±ci bryª ograniczonej powierzchniami o równaniach:

a) x+ y + z − 6 = 0, 3x+ y − 6 = 0, 3x+ 2y − 12 = 0, y = 0, z = 0;

b) 2x+3y+z−6 = 0, x = 0, y = 0, z = 0; c) z = 1+x2+y2, x+y−4 = 0, x = 0, y = 0, z = 0;

d) z = x2 + y2, x = 0, y = 2x, y = 1, z = 0; e) z = x2 + y2, y = x2, y = 1, z = 0.

26. Obliczy¢ pole cz¦±ci pªaszczyzny 3x + 4y + 6z − 12 = 0, której rzutem na pªaszczyn¦ Oxy jest
prostok¡t o wierzchoªkach (0, 0), (2, 0), (2, 1), (0, 1).

27. Obliczy¢ pole cz¦±ci pªaszczyzny 3x + 4y − z + 5 = 0, której rzutem na pªaszczyn¦ Oxy jest
kwadrat o wierzchoªkach (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1).

Odpowiedzi. 23. a) 512; b) − 2
3 ; c)

2
3 ; d) 9; e) 1

3 ; f)
5
6 ; g)

2
3 ; h)

8
3 ; i)

1
3 ; j) 128π; k) πe; l) π;

m) 2π; n) π
2 ln 2; o) 16

3 ; p) 18. 24. a) 2
3 ; b)

8
3 . 25. a) 12; b) 6; c) 152

3 ; d) 13
96 ; e)

88
105 . 26. 1

3

√
61.

27.
√
26.

Równania ró»niczkowe zwyczajne
28. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe o zmiennych rozdzielonych:

a) 2x2y′ = y; b) sinx cos y − y′ cosx sin y = 0; c) ey(1 + x2)y′ − 2x(1 + ey) = 0;

d) y′ sinx = y ln y; e) (1 + x2)y′ −
√
1− y2; f) y′ =

x

y
· 1 + x

1 + y
.

29. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe jednorodne:

a) (x+ y)y′ − y = 0; b) x+ y + xy′ = 0; c) xy′ = xe
y
x + y;

d) x− y cos y
x
+ x cos

y

x
· y′ = 0; e) xy′ − y = x tg

y

x
; f) xy′ = y(1 + ln y − lnx).

30. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe zupeªne:

a) (x+ y) dx+ (x− y) dy = 0; b) (2x− y) dx+ (4y − x) dy = 0;

c) (y3 + 2xy2) dx+ (2x2y + 3xy2) dy = 0; d)

(
1

y
+ x

)
dx− x

y2
dy = 0;

e) ey dx− (2y − xey) dy = 0; f) ex(1 + ey) dx+ ey(1 + ex) dy = 0.

31. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe liniowe metod¡ uzmienniania staªej:

a) y′ − 2xy = x− x3; b) y′ + 2xy = xe−x
2

; c) y′ + y tg x = sin 2x;

d) y′ − y tg x = 2 cos2 x; e) xy′ − 2y = xe−
1
x ; f) (1 + x2)y′ + y = arc tg x.

32. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe liniowe jednorodne rz¦du drugiego o staªych wspóª-
czynnikach:

a) y′′ − 5y′ − 6y = 0; b) y′′ + y′ − 2y = 0; c) y′′ = 0;

d) y′′ + 2y′ + y = 0; e) y′′ + 6y′ + 10y = 0; f) y′′ − 6y′ + 13y = 0.

Odpowiedzi. 28. a) y = Ce−
1
2x ; b) cos y = C cosx; c) 1 + ey = C(1 + x2); d) y = eC tg x

2 ;
e) arc sin y − arc tg x = C; f) 1

2y
2 + 1

3y
3 = 1

2x
2 + 1

3x
3 + C. 29. a) y = Ce

x
y ; b) x2 + 2xy = C;

c) ln(Cx) = −e−
y
x ; d) x = Ce− sin y

x ; e) y = x arc sin(Cx); f) y = xeCx. 30. a) 1
2x

2 + xy − 1
2y

2 = C;
b) x2 − xy + 2y2 = C; c) xy3 + x2y2 = C; d) x

y + 1
2x

2 = C; e) xey − y2 = C; f) ex + ey + ex+y = C.

31. a) y = Cex
2

+ 1
2x

2; b) y = Ce−x
2

+ 1
2x

2e−x
2

; c) y = C cosx − 2 cos2 x; d) y = C
cos x + 2 tg x −

2
3 tg x sin

2 x; e) y = Cx2 + x2e−
1
x ; f) y = Ce− arc tg x + arc tg x − 1. 32. a) y = C1e

2x + C2e
3x;

b) y = C1e
−2x + C2e

x; c) y = C1 + C2x; d) y = C1e
−x + C2xe

−x; e) y = e−3x(C1 sinx + C2 cosx);
f) y = e3x(C1 sin 2x+ C2 cos 2x).


