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Wektory w R3

1. Obliczy¢ cosinus i moduª sinusa k¡ta ϕ mi¦dzy wektorami ~u i ~v, je±li:

a) ~u = [1,−2, 2], ~v = [2, 1,−2]; b) ~u = [−1, 0, 3], ~v = [6, 7, 2]; c) ~u = [−1, 0, 3], ~v = [3, 0,−9].

2. Obliczy¢ pole równolegªoboku opartego na wektorach
−−→
AB i

−→
AC, je±li A = (2, 3,−6), B = (6, 4, 4),

C = (3, 7, 4).
3. Obliczy¢ pole trójk¡ta o wierzchoªkach A = (−1, 0,−1), B = (0, 2,−3) i C = (4, 4, 1).
4. Zbada¢, czy punkty P = (0, 0, 3), R = (−1, 2, 4) i S = (2,−4, 1) le»¡ na jednej prostej.

5. Obliczy¢ obj¦to±¢ równolegªo±cianu opartego na wektorach
−−→
AB,

−→
AC i

−−→
AD, je±li A = (3, 4, 3),

B = (9, 5,−1), C = (1, 7, 0), D = (3, 2, 5).
6. Obliczy¢ obj¦to±¢ czworo±cianu o wierzchoªkach A = (3, 1, 1), B = (1, 4, 1), C = (1, 1, 7)

i D = (3, 4, 9).
7. Obj¦to±¢ czworo±cianu ABCD o trzech danych wierzchoªkach A = (2, 0,−1), B = (3,−1, 1)

i C = (2,−2, 3) jest równa 5. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne wierzchoªka D wiedz¡c, »e le»y on na osi Oy.
8. Zbada¢, czy punkty P = (0, 3, 4), R = (−1, 2, 2), S = (2, 0, 3) i T = (−1, 1, 1) le»¡ na jednej

pªaszczy¹nie.
Odpowiedzi. 1. a) − 4

9 ,
√
65
9 ; b) 0, 1; c) −1, 0. 2. 45. 3. 9. 4. Tak. 5. 12. 6. 2. 7. (0,−8, 0) lub

(0, 7, 0). 8. Tak.

Prosta w R2

9. Napisa¢ równanie prostej l:
a) przechodz¡cej przez punkty P = (1, 0) i R = (−7, 1);
b) przechodz¡cej przez punkt P = (−1, 3) i prostopadªej do wektora ~n = [3,−2];
c) przechodz¡cej przez punkt P = (−1, 5) i równolegªej do prostej l1 : 3x− y + 10 = 0;
d) przechodz¡cej przez punkt P = (1,−3) i prostopadªej do prostej l1 : x− 2y + 5 = 0.

10. Wyznaczy¢ punkt przeci¦cia prostych l1 : 4x+ 7y − 15 = 0 i l2 : 9x− 14y − 4 = 0.
11. Wyznaczy¢ punkt symetryczny do punktu P = (−1,−3) wzgl¦dem prostej l : x+ 2y − 2 = 0.
Odpowiedzi. 9. a) x + 8y − 1 = 0; b) 3x − 2y + 9 = 0; c) x − 2y + 11 = 0; d) 2x + y + 1 = 0.

10. (2, 1). 11. P = ( 135 ,
21
5 ).

Pªaszczyzna i prosta w R3

12. Napisa¢ równanie pªaszczyzny π:
a) przechodz¡cej przez punkt P = (1,−1, 3) i prostopadªej do wektora ~n = [5, 2, 1];
b) przechodz¡cej przez punkt P = (−2, 7, 3) i równolegªej do pªaszczyzny π1 : x− 4y + 5z + 1 = 0;
c) przechodz¡cej przez punkty P = (1, 2,−1), R = (−2,−1, 5) i S = (2, 2, 2).

13. Dane s¡ punkty P = (1, 3,−2) i R = (7,−4, 4). Napisa¢ równanie pªaszczyzny przechodz¡cej
przez punkt R i prostopadªej do odcinka PR.

14. Wyznaczy¢ wspólny punkt trzech pªaszczyzn π1 : 5x + 8y − z − 7 = 0, π2 : x + 2y + 3z − 1 = 0
i π3 : 2x− 3y + 2z − 9 = 0.

15. Napisa¢ równania parametryczne, zwyczajne i kraw¦dziowe prostej l:
a) przechodz¡cej przez punkt P = (−3, 2, 1) i równolegªej do wektora ~u = [−6, 1, 4];
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b) przechodz¡cej przez punkty P = (3, 6, 8) i R = (−1, 4, 3);
c) przechodz¡cej przez punkt P = (2, 1,−2) i równolegªej do prostej l1 : x+1

2 = y−1
3 = z−2

2 ;
d) przechodz¡cej przez punkt P = (3,−2, 4) i prostopadªej do pªaszczyzny π : 5x+ 3y − 7z + 1 = 0.

16. Prost¡ l :

{
2x − 3y − 3z − 9 = 0
x − 2y + z + 3 = 0

sprowadzi¢ do postaci parametrycznej i zwy-

czajnej.
17. Wyznaczy¢ punkt przeci¦cia prostych l1 : x−12 = y − 7 = z−5

4 i l2 : x−63 = y+1
−2 = z.

18. Wyznaczy¢ punkt przeci¦cia prostej l : x−124 = y−9
3 = z− 1 z pªaszczyzn¡ π : 3x+5y+ z+2 = 0.

19. Wyznaczy¢ punkt symetryczny do punktu P = (4,−3, 1) wzgl¦dem pªaszczyzny π :x+2y−z−3=0.
20. Wyznaczy¢ punkt symetryczny do punktu P = (1,−2, 1) wzgl¦dem prostej l : x+1 = y+8

−1 = z−2
2 .

Odpowiedzi. 12. a) 5x+2y+ z− 6 = 0; b) x− 4y+5z+15 = 0; c) 3x− 5y− z+6 = 0. 13. 6x−

7y+6z− 94 = 0. 14. (3,−1, 0). 15. a)

 x = −6t− 3
y = t+ 2
z = 4t+ 1

, t ∈ R; x+3
−6 = y− 2 = z−1

4 ;

{
x+ 6y − 9 = 0
4y − z − 7 = 0

;

b)

 x = 4t− 1
y = 2t+ 4
z = 5t+ 3

, t ∈ R; x+1
4 = y−4

2 = z−3
5 ;

{
x− 2y + 9 = 0
5y − 2z − 14 = 0

; c)

 x = 2t+ 2
y = 3t− 2
z = 2t− 2

, t ∈ R; x−2
2 =

y−1
3 = z+2

2 ;

{
3x− 2y − 4 = 0
2y − 3z − 8 = 0

; d)

 x = 5t+ 3
y = 3t− 2
z = −7t+ 4

, t ∈ R; x−35 = y+2
3 = z−4

−7 ;

{
3x− 5y − 19 = 0
7y + 3z + 2 = 0

.

16.

 x = 9t+ 27
y = 5t+ 15
z = t

, t ∈ R; x−27
9 = y−15

5 = z. 17. (−3, 5,−3). 18. (0, 0 − 2). 19. (6, 1,−1). 20.

(−5,−12,−1).

Elementy rachunku caªkowego funkcji wielu zmiennych

21. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki podwójne
∫∫
D

f(x, y) dx dy, je±li:

a) f(x, y) = xy, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : 0 6 x 6 4, 4 6 y 6 12};

b) f(x, y) = xy(x− y), (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 2};

c) f(x, y) = 1, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6
√
x};

d) f(x, y) =
x

y
, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : y 6 x 6 2y, 2 6 y 6 4};

e) f(x, y) = x+ y, (x, y) ∈ D, D - trójk¡t o wierzchoªkach A = (0, 0), B = (1, 0), C = (0, 1);

f) f(x, y) = x2 + y, (x, y) ∈ D,

D - trójk¡t ograniczony prostymi o równaniach y = x, y = −x, y = 1;

g) f(x, y) = x− y, (x, y) ∈ D,

D - trójk¡t ograniczony prostymi o równaniach y = 0, y = x, x+ y = 2;

h) f(x, y) = x+ y, (x, y) ∈ D,

D - trójk¡t ograniczony prostymi o równaniach x = 0, y = 0, x+ y = 2;

i) f(x, y) = x2 + y2, (x, y) ∈ D,

D - trójk¡t ograniczony prostymi o równaniach y = 0, y = x, x = 1;

j) f(x, y) = x2 + y2, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 16};

k) f(x, y) = ex
2+y2 , (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 1};

l) f(x, y) = e
√
x2+y2 , (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 1, y > 0};

m) f(x, y) =
1√

x2 + y2
, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : 1 6 x2 + y2 6 4};

n) f(x, y) =
1

1 + x2 + y2
, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 1, y > 0};
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o) f(x, y) = x+ y, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 4, x > 0, y > 0};

p) f(x, y) = x− y, (x, y) ∈ D, D = {(x, y) : x2 + y2 6 9, y 6 0}.

22. Obliczy¢ pole �gury ograniczonej krzywymi o równaniach:

a) y = 2x− x2, y = x2; b) 4y = x2 − 4x, x− y − 3 = 0,

23. Obliczy¢ obj¦to±ci bryª ograniczonej powierzchniami o równaniach:

a) x+ y + z − 6 = 0, 3x+ y − 6 = 0, 3x+ 2y − 12 = 0, y = 0, z = 0;

b) 2x+3y+z−6 = 0, x = 0, y = 0, z = 0; c) z = 1+x2+y2, x+y−4 = 0, x = 0, y = 0, z = 0;

d) z = x2 + y2, x = 0, y = 2x, y = 1, z = 0; e) z = x2 + y2, y = x2, y = 1, z = 0.

24. Obliczy¢ pole cz¦±ci pªaszczyzny 3x + 4y + 6z − 12 = 0, której rzutem na pªaszczyn¦ Oxy jest
prostok¡t o wierzchoªkach (0, 0), (2, 0), (2, 1), (0, 1).

25. Obliczy¢ pole cz¦±ci pªaszczyzny 3x + 4y − z + 5 = 0, której rzutem na pªaszczyn¦ Oxy jest
kwadrat o wierzchoªkach (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1).

Odpowiedzi. 21. a) 512; b) − 2
3 ; c)

2
3 ; d) 9; e) 1

3 ; f)
5
6 ; g)

2
3 ; h)

8
3 ; i)

1
3 ; j) 128π; k) πe; l) π;

m) 2π; n) π
2 ln 2; o) 16

3 ; p) 18. 22. a) 2
3 ; b)

8
3 . 23. a) 12; b) 6; c) 152

3 ; d) 13
96 ; e)

88
105 . 24. 1

3

√
61.

25.
√
26.

Caªka potrójna

26. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki potrójne
∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz, je±li:

a) f(x, y, z) =
1

x
+

1

y
+

1

z
, (x, y, z) ∈ V, V = {(x, y, z) : 1 6 x 6 2, 1 6 y 6 2, 1 6 z 6 2};

b) f(x, y, z) =
1

5
(4x2 + 4xy + y2 − 8x− 4y + 1), (x, y, z) ∈ V,

V = {(x, y, z) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 2, 0 6 z 6 3};

c) f(x, y, z) = z, (x, y, z) ∈ V, V = {(x, y, z) : z 6 x 6 y, 0 6 y 6 1, 0 6 z 6 y};

d) f(x, y, z) = z, (x, y, z) ∈ V, V = {(x, y, z) : 0 6 x 6 z, z − x 6 y 6 z + x, 0 6 z 6 1};

e) f(x, y, z) = z, (x, y, z) ∈ V, V = {(x, y, z) : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x, 0 6 z 6 x};

f) f(x, y, z) =
1

(x+ y + z + 1)2
, (x, y, z) ∈ V,

V - obszar okre±lony warunkami x > 0, y > 0, z > 0, x+ y + z 6 1;

g) f(x, y, z) =
√
x2 + y2, (x, y, z) ∈ V, V = {(x, y, z) : x2 + y2 6 16, 0 6 z 6 3};

h) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, (x, y, z) ∈ V, V = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 25}.

27. Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy V , je±li:

a) V = {(x, y, z) : x2 + y2 = 36,−5 6 z 6 5};

b) V = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1, z 6 0}; c) V = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 49, z > 0}.

Odpowiedzi. 26. a) 3 ln 2; b) 4
5 ; c)

1
24 ; d)

1
4 ; e)

1
8 ; f)

3
4 − ln 2; g) 128π; h) 2500π. 27. a) 360π;

b) 2
3π; c)

686
3 π.

Teoria pola wektorowego

28. Wykaza¢, »e nast¦puj¡ce pola wektorowe ω maj¡ potencjaªy i je wyznaczy¢, je±li:

a) ω(x, y) = [y, x]; b) ω(x, y) = [x2+2xy−y2, x2−2xy−y2]; c) ω(x, y) = [cosx+3x2y, x3−y2];

d) ω(x, y, z) = [2x+y+z, x+2y+z, x+y+2z]; e) ω(x, y, z) = [3x2+2y2+3z, 4xy+2y−z, 3x−y−2].

Odpowiedzi. 28. a) F (x, y) = xy+C; b) F (x, y) = 1
3x

3+x2y−xy2− 1
3y

3+C; c) F (x, y) = sinx+
x3y− 1

3y
3+C; d) F (x, y, z) = x2+y2+z2+xy+xz+yz+C; e) F (x, y, z) = x3+2xy2+y2+3xz−yz−2z+C.
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Caªki krzywoliniowe

29. Obliczy¢ caªki krzywoliniowe niezorientowane
∫
L

f(x, y) dl, je±li:

a) f(x, y) = x, L = {(x, y) : x = 2 cos t, y = 2 sin t, 0 6 t 6 2π};
b) f(x, y) = 6y

x , L =
{
(x, y) : y = 1

2x
2, 0 6 x 6 1

}
;

30. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ niezorientowan¡
∫
L

f(x, y, z) dl, je±li: f(x, y, z) = z, L = {(x, y) :

x = 3 cos t, y = 3 sin t, z = 4t, 0 6 t 6 2π}.
31. Obliczy¢ caªki krzywoliniowe zorientowane a)

∫
L

x dx + y dy, b)
∫
L

−y dx + x dy po krzywej

L =
{
(x, y) : x = 2 cos t, y = sin t, 0 6 t 6 π

2

}
skierowanej zgodnie ze wzrostem parametru t.

32. Obliczy¢ caªki krzywoliniowe zorientowane a)
∫
L

xy dx − x2 dy, b)
∫
L

x2 dx + xy dy po krzywej

L =
{
(x, y) : y = 1

x , 1 6 x 6 4
}
skierowanej zgodnie ze wzrostem zmiennej x.

33. Obliczy¢ caªki krzywoliniowe zorientowane a)
∫
L

z dx + x dy + y dz, b)
∫
L

y dx + z dy − x dz

po krzywej L = {(x, y, z) : x = t2, y = t3, z = t, 0 6 t 6 1} skierowanej zgodnie ze wzrostem para-
metru t.

34. Korzystaj¡c ze wzoru Greena obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki krzywoliniowe:
a)
∫
L

(x+y) dx−2x dy, gdzie L jest dodatnio zorientowanym brzegiem trójk¡ta o równaniach x = 0, y = 0,

x+ y = 2;
b)
∫
L

3x2y2 dx + 2x3y dy, gdzie L jest dodatnio zorientowanym brzegiem kwadratu o równaniach boków

x = ±4, y = ±4;
c)
∫
L

y dx − (x + y) dy, gdzie L jest dodatnio zorientowan¡ krzyw¡ zamkni¦t¡ zªo»on¡ z ªuku paraboli

y = x2 i odcinka prostej y = 4;
d)
∫
L

(y − x2y) dx+ (xy2 + x) dy, gdzie L jest dodatnio zorientowanym brzegiem kwadratu D = {(x, y) :

1 6 x 6 2, 1 6 y 6 2};
e)
∫
L

x2y dx− xy2 dy, gdzie L jest dodatnio zorientowanym brzegiem koªa D = {(x, y) : x2 + y2 6 4}.

Odpowiedzi. 29. a) 4π; b) 2
√
2 − 1; 30. 40π2; 31. a) − 3

2 ; b) π. 32. a) 6; b) 81
4 . 33. a) 91

60 ;
b) 49

60 . 34. a) −6; b) 0; c) − 64
3 ; d)

14
3 ; e) −8π.

Caªki powierzchniowe

35. Obliczy¢ caªki powierzchniowe niezorientowane:
a)
∫
S

(z − x− y) dS, S = {(x, y, z) : z = 2x+ 2y, 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1};

b)
∫
S

xyz dS, S = {(x, y, z) : z = 1− x− y, 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1− x};

36. Obliczy¢ caªki powierzchniowe zorientowane:
a)
∫
L

yz dy dz+xz dz dx+xy dx dy, gdzie S jest górn¡ stron¡ powierzchni trójk¡ta wyci¦tego z pªaszczyzny

x+ y + z = 2 przez pªaszczyzny ukªadu wspóªrz¦dnych x = 0, y = 0, z = 0;
b)
∫
L

4y2 dy dz + 3x dz dx+ 2z dx dy, gdzie S jest górn¡ stron¡ pªata z = xy dla 0 6 x 6 2, 0 6 y 6 1.

37. Korzystaj¡c z twierdzenia Stokesa obliczy¢ cyrkulacj¦ wektora ω wzdªu» krzywej L, je±li:
a) ω(x, y, z) = [x−2z, x+3y+z, 5x+y], L jest dodatnio zorientowanym brzegiem trójk¡ta o wierzchoªkach
A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0), C = (0, 0, 1);
b) ω(x, y, z) = [z − y, x − z, y − x], L jest dodatnio zorientowanym brzegiem trójk¡ta o wierzchoªkach
A = (2, 0, 0), B = (0, 2, 0), C = (0, 0, 2);
c) ω(x, y, z) = [x(y − z), y(x − z), z(y − x)], L jest dodatnio zorientowanym brzegiem trójk¡ta o wierz-
choªkach A = (3, 0, 0), B = (0, 3, 0), C = (0, 0, 3).

38. Korzystaj¡c z twierdzenia Gaussa obliczy¢ strumie« wektora ω przez powierzchni¦ S, je±li:
a) ω(x, y, z) = [x, y, z], S jest zewn¦trzn¡ stron¡ powierzchni ostrosªupa V = {(x, y, z) : 0 6 x 6 2,
0 6 y 6 2− x, 0 6 z 6 2− x− y};
b) ω(x, y, z) = [x2yz, xy2z, xyz2], S jest zewn¦trzn¡ stron¡ powierzchni sze±cianu V = {(x, y, z) :
0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, 0 6 z 6 1};
c) ω(x, y, z) = [x2y, x2z, yz2], S jest zewn¦trzn¡ stron¡ powierzchni prostopadªo±cianu V = {(x, y, z) :
0 6 x 6 2, 0 6 y 6 3, 0 6 z 6 4}.

Odpowiedzi. 35. a) 3; b)
√
3

20 ; 36. a) 2; b) −8. 37. a) −3; b) 12; c) 9. 38. a) 4; b) 3
4 ; c) 216.
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Równania ró»niczkowe zwyczajne

39. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe o zmiennych rozdzielonych:

a) 2x2y′ = y; b) sinx cos y − y′ cosx sin y = 0; c) ey(1 + x2)y′ − 2x(1 + ey) = 0;

d) y′ sinx = y ln y; e) (1 + x2)y′ −
√
1− y2; f) y′ =

x

y
· 1 + x

1 + y
.

40. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe jednorodne:

a) (x+ y)y′ − y = 0; b) x+ y + xy′ = 0; c) xy′ = xe
y
x + y;

d) x− y cos y
x
+ x cos

y

x
· y′ = 0; e) xy′ − y = x tg

y

x
; f) xy′ = y(1 + ln y − lnx).

41. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe zupeªne:

a) (x+ y) dx+ (x− y) dy = 0; b) (2x− y) dx+ (4y − x) dy = 0;

c) (y3 + 2xy2) dx+ (2x2y + 3xy2) dy = 0; d)

(
1

y
+ x

)
dx− x

y2
dy = 0;

e) ey dx− (2y − xey) dy = 0; f) ex(1 + ey) dx+ ey(1 + ex) dy = 0.

42. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe liniowe metod¡ uzmienniania staªej:

a) y′ − 2xy = x− x3; b) y′ + 2xy = xe−x
2

; c) y′ + y tg x = sin 2x;

d) y′ − y tg x = 2 cos2 x; e) xy′ − 2y = xe−
1
x ; f) (1 + x2)y′ + y = arc tg x.

43. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe liniowe o staªych wspóªczynnikach metod¡ przewi-
dywa«:

a) y′ − y = 2ex; b) y′ + y = e−x; c) y′ − 6y = −2e4x;

d) y′ + y = 2x2 − 2x+ 1; e) y′ + y = x3 + x2 + x+ 1; f) y′ − y = xe2x;

g) y′ − y = 5 cos 2x; h) y′ − y = sinx.

44. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania ró»niczkowe liniowe jednorodne rz¦du drugiego o staªych wspóª-
czynnikach:

a) y′′ − 5y′ − 6y = 0; b) y′′ + y′ − 2y = 0; c) y′′ = 0;

d) y′′ + 2y′ + y = 0; e) y′′ + 6y′ + 10y = 0; f) y′′ − 6y′ + 13y = 0.

Odpowiedzi. 39. a) y = Ce−
1
2x ; b) cos y = C cosx; c) 1 + ey = C(1 + x2); d) y = eC tg x

2 ;
e) arc sin y − arc tg x = C; f) 1

2y
2 + 1

3y
3 = 1

2x
2 + 1

3x
3 + C. 40. a) y = Ce

x
y ; b) x2 + 2xy = C;

c) ln(Cx) = −e−
y
x ; d) x = Ce− sin y

x ; e) y = x arc sin(Cx); f) y = xeCx. 41. a) 1
2x

2 + xy − 1
2y

2 = C;
b) x2 − xy + 2y2 = C; c) xy3 + x2y2 = C; d) x

y + 1
2x

2 = C; e) xey − y2 = C; f) ex + ey + ex+y = C.

42. a) y = Cex
2

+ 1
2x

2; b) y = Ce−x
2

+ 1
2x

2e−x
2

; c) y = C cosx − 2 cos2 x; d) y = C
cos x + 2 tg x −

2
3 tg x sin

2 x; e) y = Cx2 + x2e−
1
x ; f) y = Ce− arc tg x + arc tg x − 1. 43. a) y = Cex + 2xex;

b) y = Ce−x + xe−x; c) y = Ce6x + e4x; d) y = Ce−x + 2x2 − 6x+ 7; e) y = Ce−x + x3 − 2x2 + 5x− 4;
f) y = Cex + (x − 1)e2x; g) y = Cex + 2 sin 2x − cos 2x; h) y = Cex − 1

2 sinx −
1
2 cosx.

44. a) y = C1e
2x + C2e

3x; b) y = C1e
−2x + C2e

x; c) y = C1 + C2x; d) y = C1e
−x + C2xe

−x;
e) y = e−3x(C1 sinx+ C2 cosx); f) y = e3x(C1 sin 2x+ C2 cos 2x).
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Rachunek prawdopodobie«stwa i statystyka matematyczna

45. Trzy fabryki produkuj¡ seryjnie ten sam towar. Pierwsza zaopatruje rynek w 40%, druga w 30%.
�redni procent braków w produkcji pierwszej fabryki wynosi 2%, drugiej fabryki 4%, a trzeciej 5%.
Kupiono sztuk¦ towaru, która okazaªa si¦ brakiem. Z której fabryki jest najbardziej prawdopodobny
zakup braku? Poda¢ odpowiadaj¡ce prawdopodobie«stwo.

46. Na pewnym kierunku studiów skªad grup studenckich przedstawia si¦ nast¦puj¡co: w grupie I jest
14 studentek i 11 studentów, w grupie II jest 12 studentek i 12 studentów, a w grupie III jest 17 studentek
i 5 studentów. Z trzech list, z których ka»da jest list¡ jednej z wymienionych grup, losowano jedn¡ osob¦,
która okazaªa si¦ studentk¡. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e nale»y ona do grupy III.

47. Wiadomo, »e 55% m¦»czyzn i 70 % kobiet nie zdaje egzaminu praktycznego na prawo jazdy za
pierwszym razem. Wybrana losowo osoba nie zdaªa egzaminu. Zakªadaj¡c, »e liczba zdaj¡cych egzamin
kobiet i m¦»czyzn byªa taka sama, obliczy¢, jakie jest prawdopodobie«stwo tego, »e wybran¡ osob¡ jest
kobieta.

48. Okoªo 10% studentów i 15% studentek pali papierosy. Z populacji licz¡cej 50 studentów i 100 stu-
dentek wylosowano osob¦ pal¡c¡ papierosy. Obliczy¢ jest prawdopodobie«stwo, »e nie jest to m¦»czyzna.

49. Zakªadaj¡c prawdopodobie«stwa urodzenia chªopca 0,51 i dziewczynki 0,49 oraz niezale»no±¢ tych
zdarze« dla kolejnych narodzin, obliczy¢ prawdopodobie«stwo, »e w rodzinie, w której b¦dzie troje dzieci:
a) urodz¡ si¦ trzy dziewczynki,
b) urodz¡ si¦ jeden chªopiec,
c) urodz¡ si¦ dwóch chªopców.
Kolejno±¢ przyj±cia na ±wiat dzieci nie jest istotna.

50. Sªu»ba sanitarna rozporz¡dza trzema samochodami sanitarnymi. Prawdopodobie«stwo tego, »e
w czasie od 800 do 900 dany samochód b¦dzie w bazie jest dla ka»dego samochodu jednakowe i wynosi
p = 0,2.
a) Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e w danym czasie dwa samochody b¦d¡ w bazie.
b) Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e w danym czasie co najmniej jeden samochód b¦dzie w bazie.

51. W magazynie mamy trzy gatunki baweªny: 4 bele gatunku A1, w którym 75% wªókien jest
o dªugo±ci poni»ej 4 cm, 3 bele gatunku A2, w którym 80% wªókien jest o dªugo±ci poni»ej 4 cm i 2 bele
gatunku A3, w którym 90% wªókien jest o dªugo±ci poni»ej 4 cm.
a) Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e na 11 wªókien wylosowanych z bel baweªny znajduj¡cej si¦
w magazynie b¦dzie 5 wªókien o dªugo±ci poni»ej 4 cm.
b) Obliczy¢ prawdopodobie«stwo wylosowania trzech wªókien o dªugo±ci poni»ej 4 cm je±li losuje si¦
trzykrotnie z bel baweªny gatunków A1 i A2.
c) Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e na 8 wªókien wylosowanych z beli gatunku A2 b¦dzie 6 wªókien
o dªugo±ci poni»ej 4 cm.
d) Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e wylosowane wªókno o dªugo±ci powy»ej 4 cm pochodzi z beli
gatunku A1.
e) Wylosowano wªókno o dªugo±ci poni»ej 4 cm. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo tego, »e pochodzi ono
z beli gatunku A3.

52. W pewnym punkcie sieci elektrycznej mierzono co godzin¦ istniej¡ce napi¦cie w woltach. Otrzy-
mano w ten sposób 10 nast¦puj¡cych wyników: 225, 223, 224, 220, 221, 218, 215, 219, 220, 221. Obliczy¢
warto±¢ ±redni¡ i odchylenie standardowe napi¦cia.

53. Tabela przedstawia wyniki pomiarów siªy zrywaj¡cej w cN dla 100 odcinków prz¦dzy wylosowa-
nych z partii prz¦dzy. Wyznaczy¢ warto±¢ ±redni¡ i odchylenie standardowe siªy zrywaj¡cej.

Siªa 185− 195 195− 205 205− 215 215− 225 225− 235
Liczno±¢ 7 28 30 27 8

54. Obliczy¢ wspóªczynnik korelacji na podstawie próbki pobranej z dwuwymiarowej populacji.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi 27 26 29 27 29 25 30 28 26 28
yi 0,13 0,11 0,15 0,12 0,13 0,12 0,14 0,14 0,12 0,13

Odpowiedzi. 45. Z fabryki pierwszej; 0,4054. 46. 0,4210. 47. 0,56. 48. 0,75. 49. a) 0,1176;
b) 0,3674; c) 0,3823. 50. a) 0,096; b) 0,488. 51. a) 0,0097; b) 0,4591; c) 0,2936. d) 0,5556; e) 0,25.
52. 220,6; 2,8. 53. 210,1; 10,72. 54. 0,7924.


