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Matematyka 2 - Cwiczenia - Literatura podstawowa

[1.] Cuwiczenia z analizy matematycznej z zastosowaniami. I, II, Praca zbiorowa pod redakcja
L. Siewierskiego, PWN, Warszawa 1979.

[2.] W. Krysicki, L. Wtodarski, Analiza matematyczna w zadaniach. I, I, PWN, Warszawa 1994.

[3.] M. Lassak, Matematyka dla studiow technicznych, WYDAWNICTWO SUPREMUM, Bydgoszcz
2017.

Matematyka 2 - Cwiczenia - Literatura uzupelniajaca

[1.] J. Bana$, S. Wedrychowicz, Zbior zadati z analizy matematycznej, WNT, Warszawa 1993.
[2.] R. Leitner, W. Matuszewski, Z. Rojek, Zadania z matematyki wyzszej. I, II, WNT, Warszawa
1994 (I), 1999 (1I).

Szeregi funkcyjne

1. Wyznaczy¢ promien zbieznosci nastepujacych szeregéw potegowych:

a) 7;(”!)290 i b) z::n”@n)!x ;. ©) 7;(371)!36 ;o d) 7;)3713 ;e 7;)9 x".

2. Wyznaczy¢ promien zbieznosci i zbadaé zbiezno$¢ na koncach przedziatu zbieznosci nastepujacych
szeregOéw potegowych:

oo 1 [eS) 1 [eS) n2 0 n
S RO e I D OF =N pr
n:l\/ﬁ n:ln.5 n:03 -4 n:On

oo o0

e) Zn!x"; f) Z(—2)"m2"; g) Zm(az—l)”;
n=0 0

h ) 1) : 2n+1, . —4 2n+1.
Odpowiedzi. 1. a) R=1;b) R=5.¢;¢c) R=27;d) R=3;e) R=35. 2. a) R=1,z € [-1,1);
b) R=5,z € [-55); ¢) R=12, 2 € (-12,12); d) R = 400, € (—00,+x); €) R =0, z = 0;
f) R=1V2 2 ¢ (—%\/ﬁ,% 2);g) R=2z€[-1,3;h) R=1,z € [-1,0); i) R = 400, z €

(—=00,+00);j) R=1, z € [3,5].
Liczby zespolone
3. Znalez¢ czes¢ rzeczywista i cze$¢ urojona nastepujacych liczb zespolonych:
a) (2-3i)(5+4i); b) 65+2))5-2i); ¢ 1+9)3—(1-93% d) 2-i)>+0-i)%

342 (V3 +14)(—1+ v/3i) (1—i)2—i
e e N R

4. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby zespolone:

1-
2.7

a)4;, b) —5 ¢ 65 d) — T

e) 1+v3i; f)1-i; g —V2+v2; h) —V3—i.

5. Obliczy¢:

a) 2+v120)%  b) (1-v30)% ¢ 1+ d) (1+30)";

e) (V???—i)w; £) (1\;‘)%; 2 (—11:)7; b <ll+fi>20-

6. Obliczy¢ pierwiastki drugiego stopnia z nastepujacych liczb zespolonych:

a)l; b) —L ¢4 d) —i; e 1-v3i
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f) —14+4¢ g —3—4i;  h) 8+ 63 i) —15+8i; j) 11 —60i.
7. Obliczy¢ pierwiastki trzeciego stopnia z nastepujacych liczb zespolonych:
a)l; b) —1; ¢ i; d) —i; e) 1+i; f) —1+V3i; g) V3—i; h) —1—i.
8. Rozwiaza¢ nastepujace réownania zespolone:
a) 22-224+10=0; b) 22-624+10=0; ¢) 2°+2z+1=0;
d) 22— (2+i)2—1+7i=0; e 22—(3-2i)2+5-5i=0; f) (2+i)z?2—(5—i)z+2—2i=0;
g) 2248=0; h) 2-27=0; i) 2*-1=0; j) 2z4+4=0.
Odpowiedzi. 3. a) 22, —7; b) 29, 0; ¢) 0, 4; d) 2, —13; e) &, iT; f) 1, V3; g) —1, 0; h) 0, —1.
4. a) 4(cos0 + isin0); b) 5(cos7r +isinm); c) 6 (cos Z+isinZ); d) 7 (cos2F i +isin2F); e) 2 (cos T+
isin%); £) V2 (cos I +isin IT); g) 2 (cos 2T + isin 2T ); h) 2(cos—+zsm%r). 5. a) 512 — 512+/3i;
b) 64; c) 32i; d) 21996 — 21996,/34; e) 1; f) 4; g) —4; h) 512 — 512V/3i. 6. a) —1, 1; b) —i, i;

c) V2 \fi, ‘/§ ‘/51' d) — \/5 \/5' g gi;e) —@—I—gi,@—gi;f) V2 (cos 32 = —|—zs1n3§’r)
( 117'—&-25111%) )—1+22 1-22 h) —3 — 4, 3+4; i) —1 — 4i, 1+ 44; j) —6 + 5i, 6 — 5i.
7. a)l —5—1—[2 —%——z b) 3 + ‘fz —1,;—£i'c)‘/§+l' ‘f—&—z,—z d)z—i—
%i, R % e) \[(00512+151n12) f 375 ﬁ(cos%—!—zsm%) f) \f(CObZ”—Fzsln%’r),
\Sﬁ(c 8 4+ isin8T), V2 (cos T +isin1fT); g) V2 (cos LT +isin LX), ﬂ(cos%%—zsm%),
\/i(cos%—”—&—zsm%—”) h) \f(cos 12+zsm%r) \/i(coslf;—i—zsmll?’;) 3%/5_3%/52 . a) 1— 34,
14 3i; b) 3 —1, 3+z €) —1 -, 1 Biid)3—i, —1+2ie)2+i, 136 £) 1 -4, 22
g) 1+/3i, —2, 1 —/3i; h) 3, —7+3‘[z —g——z i) 1,4, -1, —i;§) 144, —1+i, —1—14,1—i.

Macierze. Wyznaczniki. Uklady réwnan liniowych
9. Wyznaczy¢ (o ile istnieja) iloczyny macierzy A - B, B- A, AT - BT, BT . AT, jesli:

301 1 11 -1
a)A:[g _1}73:{3 g‘]; b)A=|21 2|, B=|2 -1 1]|;
12 3 10 1

13
150 5 7 10 2
C>A‘[321}7B_[2 3]’ d)A_[351}’B_ gg

10. Obliczy¢ nastepujace wyznaczniki:

1 11 1 1 1
a)‘?i b)’_f ‘ o |1 23; a -1 o1l
1 3 6 -1 -1 0
1 3 45 050 2 A S
-5 6 5 2 3
3 0 0 2 8 3 4 5
e) ;6 i g) 4 -9 -3 T =5 |;
5 1 2 7 7T 2 1 4 1 4 1 1 _o
2 0 0 3 0 4 0 1 _3 - 5 9 3
21 4 3 5 3 7 6 5 4 4 2 2 30 01 —1
5 6 8 7 4 2 9 7 8 9 3 3 9 40 03 7
h) 8 976 00 ) 74 9 7 00 ) 4 5 1 -1 2 4
2 3 5 4 0 0}’ 53 6 1 0 0}’ J 3 8 3 7 6 9
4 3 0 0 0 O 0 05 6 00 1 -1 0 0 0 0
6 5 0 0 00 006 800 3 70 00 O
11. Wyznaczy¢ macierze odwrotne do nastepujacych macierzy:
(1 2 2 5
1 2 -3 2 2 3 1 -1 3
c) |01 2|: a 1 -1 0|; e |4 32
0 0 1 —1 2 1 1 -2 5
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12. Wyznaczy¢ macierze X spelniajace nastepujace rownania:
3 -2 -1 2 2 5 4
a)X'[5—4}_[—5 6}7 b)[1 3]'X_{2

o [3a]x [ 2]-[2 4]

13. Wyznaczy¢ rzedy nastepujacych macierzy:

SR

18
12

2 1 -1 1 1 3 =20
d) 3 1 |; e) 2 =2 |; f) 2 6 -4 0
4 1 -3 3 -13 20
2 0 1 0 1 1 -1 0 2 3
g) 11 01 1/{; h) 2 =2 0 4 6 |;
1 3 -1 3 2 0 11 -1 -1
1 0 01 2 1 -3 5 -1
) 0 -2 1 3| ) 2 1 -3 5 -1
o o2 1| Y I1 -1 23 1
0O 0 0 3 0 0 01 -1
14. Rozwiazaé nastepujace uktady réwnan liniowych:
3z + Sy = 5 2z — 4y = 10 6x
a>{m—2yz9’b){5x—10y:25’c) 9z
T + 2y + 3z = 14 2 — Yy + =z
d) 3r + y + 2z = 11 ; e) 3r + y — 2z
2 + 3y + =z = 11 x - 3y - =z
2v. + oy — 82 = 8 4 — 6y + 2z +
) {de b sy =9 =09 gy L o3y 4+ B
2+ 3y - 5 = T 2w — 3y — 1z -
r + 8y — Tz = 12 y
3r — by + 2z + 4t = 2 3 — 2y + bz
h) Tx — 4y + =z + 3t = 5 ; i 6x + 4dy + 4z
5 4+ Ty — 4z — 6t = 3 9 — 6y + 3z
r + y + 3z - 2t 4+ 3u =1
) 2 4+ 2y + 4z — t 4+ 3u = 2
J 32 4+ 3y + 52 — 2 + 3u = 1
2 4+ 2y + 8 — 3t + Yu = 2
6z + 4y + 5z + 2t 4+ 3u = 1
k) 3 + 2y + 4z + t 4+ 2u = 3 .
3. + 2y — 2z 4+ t = -7
9 + 6y + =z + 3t 4+ 2u = 2
z + 2y + 3z — 20 + wuwu = 4
1) 3 + 6y + 5z — 4 + 3u = 5 |
r + 2y + Tz — 4t 4+ wuw = 117
2 + 4y + 2z — 3t 4+ 3u = 6
m) { dr — 3y = 0 ; n) { 20 + by — 4z =
o) dr — 6y = 0 ) 2 + 3y = 0
6 — 9y = 0~ 3r — by = 0

E
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) 2z — 12y + 62 = 0 r) 4r — 6y + 10z = 0
50 — 30y + 15z = 0’ 6r — 9y — 15z = 0’

2r — 4y = 0 dr — 6y = 0

s) 52 — 10y = 0 ; t) 6r — 9y = 0

3z + 5y = 0 20 — 3y = 0

15. Wyznaczy¢ wartosci wtasne oraz wektory wilasne nastepujacych macierzy:

N R N e ECN e A E N P

2 2 0 1 1 1 -5 1 4
h |2 -1 0|; |1 11|; §)|-514
0 0 1 1 1 1 _—4 1 3
Odpowiedzi. 9. a) A-B = {? g},B~A— {?1) :gi},AToBT— [_;g —2411
5 7 6 2 -1 4 0 0 4 5 4
AT—{ O];b)ABz 6 1 1|,B-A=1|5 3 3|, AT.BT 0 3 31,
8 —1 4 4 3 4 0 3 4
6 6 8 26 11
BT. AT 2 1 -1 |;c)B A:H? ‘?2 H,AT-BT: 39 16 ;d)A-B:[?)é 3(75}
-1 1 4 7 3
10 15 5 10 22 6 1 38
B-A=]22 25 19 |,AT-BT=| 15 25 10 ,BT-AT:[7 36}10.a)5;b)5;c)1;d)1;
6 10 2 5 19 2
5 -2 3 -5 =27
e) —10; f) —60; g) 14; h) 8; i) 24; j) 1000. 11. a){_2 1];b){_1 2};c) 0 1 =2 |;
0 0 1
1 -4 -3 o1 i
4 9 4 3 -2 2 —23 g 13
d) 1 =5 =3 |;e) 2 ? H .12.:1){5 _4};b){0 8}@[—10 _35}.
-1 6 4 T 11
13. a) 2, b) 1, ¢ 25 d) 2 e 1; f) 1, g 2 h) 2, i 4 j) 3.
14. a)a:75,y:72;b)x:5+2t,y:t,t€R;c)ukladsprzeczny;d)le,y:2,2:3;
e)r=1t,y=—2,2=0)2=3y=2z2=1g) x=5+3us — f5us, y = u1, 2 = —Fuy, t = uy,
u1,u2 € R; h) uktad sprzeczny; 1):16—178+18u y =0, z—%—§u t = u, u € R; j) uktad sprzeczny;
k)x—wl,y—wg,Z—li%t—19—3w1—2w2,u——34 wl,wgeRI)x——f—le wao, Y = w1,
Z—wg,t——f—|—2w2,u—2+2w2,w1,w26R m)m— tby=t teR; n)x——ftl—&—th,y—tl,

z=ty, t,b eRo)z =32t y=t,teR;p)z =0,y = 0q)azf6t1—3t2,yft1,zftg,tl,tQER
1
r)x:‘;t,y:t,z:o,tER;s)x:0,y:0;t)x:gt,y:t,teR.15.a))\1,2:2,01:{ },

0
0 1 -1 1 0
U2=[1}b))\1=—1,v1=[1],Azzl,vzz[ 1};C))\lz—l,m:{0}&22,7}2:{1}
1 2 1 —1
d)>\1:0,1}1=|: 2:| /\2—5 Vo = |:1:|;e)/\1:4,’U1:|:1:|,/\2:10,’U2:|: 1:|;f))\1=2,
-1 1 1 1
v1[ 1],)\23”02{ _9 g))\IQQ’Ul[l];h))‘l?vvl =2 |, =1
0
0 -1 -1 1
Vg = 0 )\3 = 3 V3 = 1) )\12 = 0 v = 1 , U2 = 0 ,)\3 = 3, V3 = 1 ;
1 0 1 1

j)/\lz—l,’Ul: 4 )\23—0 Vg =
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Wektory w R3

16. Obliczy¢ cosinus i modut sinusa kata ¢ miedzy wektorami « i v, jesli:
a) ﬁ:[17_252]’ 17:[271’_2]7 b) ﬁ:[_1a073]’ 17:[677a2]7 C) ﬁ:[_17073]7 17:[3’07_9]

17. Obliczy¢ pole réwnolegltoboku opartego na wektorach z@ i ﬁ, jesli A = (2,3,-6), B=(6,4,4),
C = (3,7,4).

18. Obliczy¢ pole trojkata o wierzchotkach A = (—1,0,—1), B=(0,2,-3)i C = (4,4,1).

19. Zbadaé, czy punkty P = (0,0,3), R=(—1,2,4)1 S = (2,—4, 1) leza na jednej prostej.

20. Obliczy¢ objetos¢ rownolegtoscianu opartego na wektorach E, AC i1 AD, jesli A = (3,4,3),
B=(9,5,—-1),C=(1,7,0), D =(3,2,5).

21. Obliczy¢ objetosé czworoscianu o wierzchotkach A = (3,1,1), B = (1,4,1), C = (1,1,7)
iD= (34,9).

22. Objetosé czworoscianu ABCD o trzech danych wierzchotkach A = (2,0,-1), B = (3,-1,1)
iC=(2,-2,3) jest rowna 5. Wyznaczy¢ wspotrzedne wierzchotka D wiedzac, ze lezy on na osi Oy.

23. Zbadaé, czy punkty P = (0,3,4), R = (—1,2,2), S = (2,0,3) i T = (—1,1,1) leza na jednej
plaszczyznie.

Odpowiedzi. 16. a) —%, ‘/7675; b) 0, 1; ¢) —1, 0. 17. 45. 18. 9. 19. Tak. 20. 12. 21. 2.
22. (0,—-8,0) lub (0,7,0). 23. Tak.

Prosta w R?

24. Napisa¢ réwnanie prostej I
a) przechodzacej przez punkty P = (1,0) i R = (-7,1);
b) przechodzacej przez punkt P = (—1,3) i prostopadleJ do wektora 77 = [3, —2];
c¢) przechodzacej przez punkt P = (—1,5) i rownolegtej do prostej I3 : 3z —y + 10 = 0;
d) przechodzacej przez punkt P = (1, —3) i prostopadtej do prostej {1 :  — 2y + 5 = 0.
25. Wyznaczy¢ punkt przeciecia prostych [y : dx + 7y —15=01ils: 92 — 14y —4 = 0.
26. Wyznaczy¢ punkt symetryczny do punktu P = (=1, —3) wzgledem prostej [ : 4+ 2y — 2 = 0.
27. Obliczy¢ odleglosé punktu P = (1, —2) od prostej [ : 8¢ — 6y + 15 = 0.
28. Obliczy¢ odlegtosé miedzy prostymi Iy : 3x — 4y +25 =01l : 62 — 8y + 45 = 0.
Odpowiedzi. 24. a) t+8y—1=0;b) 32 —-2y+9=0;¢c)z—2y+11=0;d) 22 +y+1=0.
25. (2,1). 26. P = (%3, 2) 27. . 28, 1.
Plaszczyzna i prosta w R?

29. Napisa¢ réwnanie plaszczyzny 7:
a) przechodzacej przez punkt P = (1,—1, 3) i prostopadlej do wektora 7 = [5, 2, 1];
b) przechodzacej przez punkt P = (—2,7,3) i rownolegtej do plaszczyzny m : & — 4y + 52+ 1 = 0;
c¢) przechodzacej przez punkty P = (1,2,—-1), R=(-2,—-1,5)1 5 = (2,2,2).
30. Dane sa punkty P = (1,3,—2) i R = (7,—4,4). Napisa¢ réwnanie plaszczyzny przechodzacej
przez punkt R i prostopadlej do odcinka PR.
31. Wyznaczy¢ wspoélny punkt trzech plaszczyzn m : 5z +8y — 2 —7=0,m:x+2y+32—1=0
m3 122 — 3y +2z—-9=0.
32. Wyznaczy¢ odlegtosé punktu P = (3,1, —1) od plaszczyzny 7 : 22z + 4y — 20z — 45 = 0.
33. Wyznaczy¢ odleglo$é miedzy plaszczynami 7 : 3x+4y—1224+13 =0imy : 3z+4y—122+39 = 0.
34. Napisa¢ rownania parametryczne, zwyczajne i krawedziowe prostej :
a) przechodzacej przez punkt P = (—3,2,1) i rownolegtej do wektora @ = [—6, 1,4];
b) przechodzacej przez punkty P = (3,6 8)i R=(-1,4,3);
c¢) przechodzacej przez punkt P = (2,1, -2) i rownoleglej do prostej 1; : &L =
,4)

2
d) przechodzacej przez punkt P = (3, i prostopadtej do ptaszczyzny 7 : 5x + 3y 72 +1=0.

y—l z—2

.2x—3y—3z—9: ., . .

35. Prosta [ : { r - 2% 4+ oz 4+ 3 = 0 sprowadzi¢ do postaci parametrycznej i zwy-
czajnej.

36. Wyznaczy¢ punkt przecigcia prostych Iy : 252 =y — 7= 22 226 = vl = o,

37. Wyznaczy¢ odlegltosé punktu P = (7,9,7) od prostej [ : £32 = nyl = 2.

38. Wyznaczy¢ odlegtosé prostych Iy i lo, jesli: a) l; :x —1 = Tl =z, lp:x—-2= %“ =z-1;
b) I Lx=9 w2 . x _ ytT _ z=2

177 -3 ) V2 - 9 9 2
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39. Wyznaczy¢ punkt przeciecia prostej { : I_412 = yT_g = z—1 z plaszczyzng 7 : 3x +5y+2+2 = 0.

40. Wyznaczy¢ punkt symetryczny do punktu P = (4, —3, 1) wzgledem plaszczyzny 7:x42y—2z—3=0.
41. Wyznaczy¢ punkt symetryczny do punktu P = (1, -2, 1) wzgledem prostej I : x+1 = y+8 =22
Odpowiedzi. 29. a) 5z + 2y + 3z — 12 = 0; b) przechodzqcej przez punkt x — 4y + 52 - —|— 15 = 0;

c) przechodzacej przez punkty 3z —5y—z+6 = 0. 30. 62— Ty+62—94 = 0. 31. (3,-1,0). 32. 3. 33. 2.

r=—-6t—3 46 9=0 r=4t—1
34.a)q y=t+2 ,teR 3 =y-2=271 Y7270 b){ y=2t+4 ,teR; =
4 dy—2—-7=0
z=4t+1 z=>5t+3
r=2t+2
94_23.{x2y+90 'C) y=23t—2 teR.“_gll_z+2.{3x2y40,
2 - 5 _ _ — ) - ) ) 2 - 3 - 2 _ _ — )
oy —2z—14=0 Y —9t_9 2y—32—-8=0
r=>5t+3 x=9t+ 27
3r—5y—19=0
_ .oz=3 _ y+2 _ z-4. Y _ .
z=-Tt+4 y & z=t
20 — =15 = ;. 36. (—3,5,-3). 37. V22 a) 2 b) 7. 39. (0,0-2). 40. (6,1,-1).

41, (=5,-12,-1).
Krzywe stopnia drugiego (stozkowe)

42. Wyznaczy¢ wspotrzedne §rodka, promieri i naszkicowaé okrag o réwnaniu: a) z2 + y% — 16 = 0;
b) 422 +4y? + 62 — 4y +1=0;c) 2% +y> — 42 = 0; d) 2% + y> + 6y — 16 = 0.

43 Wyznaczyc wierzchotki, ogniska i naszkicowaé¢ elipse o réwnaniu: a) 42? + 25y% = 100;
b) & + =1
44. Wyznaczyé wierzchotki, ogniska, asymptoty i mnaszkicowa¢ hiperbole o réwnaniu:

a) 422 — 25y% = 100; b) £ — & — 1.

45. Wyznaczy¢ wierzcholek, ognisko, kierownice i naszkicowaé parabole o réwnaniu: a) y? = 4u;
b) y? = 8.

46. Napisa¢ réwnania stycznej i normalnej do:

a) okregu 2 + y? = 10 w punkcie P = (1, 3);
b) elipsy 1822 + 32y? = 576 w punkcie P = (4, 3);
c) hiperboli 2422 — 25y? = 600 w punkcie P = (25, —24);
d) paraboli y? = 62 w punkcie P = (6, —6).
47. Napisa¢ réwnania stycznych do:
a) okregu 2 + y? = 20 poprowadzonych z punktu P = (4, 3);
b) okregu (z — 1) + (y + 2)? = 25 réwnolegtych do prostej [ : 3z — 4y = 0;
c) okregu 22 + 32 = 9 prostopadtych do prostej [ : 3z — 4y — 12 = 0.
d) elipsy 22 + 3y? = 4 poprowadzonych z punktu P = (5, 3);
e) elipsy 922 + 25y% = 225 réwnolegtych do prostej [ : 4x + 5y — 7 = 0;
f) elipsy x? + 2y? = 18 prostopadtych do prostej [ : x — 2y + 4 = 0;
g) hiperboli 222 — 3y? = 24 poprowadzonych z punktu P = (3,1);
h) hiperboli 222 — 5y = 30 réwnolegtych do prostej I : x +y — 7 = 0;
i) hiperboli 422 — y? = 36 prostopadtych do prostej [ : 2z + 5y + 11 = 0;
j) paraboli y? = 362 poprowadzonych z punktu P = (0, 3).
48. Napisa¢ réwnanie stycznej do:
a) paraboli y? = 4z réwnoleglej do prostej [ : 2z +y — 4 = 0;
b) paraboli y? = 2z prostopadtej do prostej l: ac —2y+3=0.

Odpowiedzi. 42. a) (0,0), 4; b) (—2,1), 3;¢) (2,0), 2; d) (0,—3), 5. 43. a) wierzcholki: (—5,0),
(5,0), (0,—2), (0,2); ogniska: (f\ﬁ, 0), (v/21,0); b) wierzchotki: (—5,0), (5,0), (0, —4), (0,4); ogniska:
(-3 ) (3,0). 44. a) wierzchotki: (—5,0), (5,0); ogniska: (—+/29,0), (v/29,0); asymptoty: y = —2g,
y = 7:10 b) wierzcholki: (—2,0), (2,0); ogniska: (—v/29,0), (v/29,0); asymptoty: y = —gx, y = gx
45. a) wierzcholek: (0,0); ognisko: (1,0); kierownica: @ = —1; b) wierzcholek: (0,0); ognisko: (2,0);
kierownica: x = —2. 46. a) styczna: 2+ 3y— 10 = 0; normalna: 3z —y = 0; b) styczna: 3z +4y—24 = 0;
normalna: 4x —3y—7 = 0; ¢) styczna: z+y—1 = 0; normalna: z—y—49 = 0; d) styczna: z+2y+6 = 0;
normalna: 2z —y—18 =0. 47. a) x+2y—10 =0, 1124+2y—50 = 0; b) 3x —4y—36 = 0, 3x —4y+14 = 0;
c)dr+3y+15=0,40+3y—15=0;d) 23z — 21y —52 =0,z — 3y +4 = 0; e) 4= + 5y — 25 = 0,
dr+5y+25=0;f) 22 +y+9=0,224+y—9=0;g)3z+y—10=0,2—y—2=0;h) 2 +y—3=0,
r+y+3=0;1)52—-2y—9=0,50—-2y4+9=0;j) 2=0,3z—y+3=0. 48. a) do +2y+1=0;
b) 8z +4y+1=0.
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Elementy rachunku rézniczkowego funkcji wielu zmiennych

49. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe rzedu pierwszego i drugiego nastepujacych funkcji:

y

a) f(z,y) =a'+y' —42®y% b)) flz,y) =V2xy+y* o fla,y) ="
d) f(z,y)=ylnz; e) flz,y)=(z+y*); ) f(z,y) =In(z+Iny);

g) f(l',y):?; h) f(z,y) =sin®’(2z+y); i) f(z,y) = i;z J) f(xyy):arctg%;

k) f(z,y,2) =2 +y°22 +3yz + 20 +3y; 1) fla,y,2) = 2°yz;
m) f(r,y,2) =xycos2z; n) f(z,y,2) = Va2 +y>+2% o) f(z,y,2) ="
50. Wyznaczy¢ wskazane pochodne czastkowe nastepujacych funkeji:

a) flz,y)=e", firy b)) flz,y) =@ +y%), fir.: ¢ fla,y)=sin(zy), fir

fvad

d) f(z,y,2) = e e flzy,z) =€, flr..

y2z3’

51. Wyznaczy¢ pochodng lub pochodne czastkowe funkcji ztozone;j:

z—2y

a) z=In(e” +¢e¥), y=a b) z=aY, y=—; c) z=¢e , x=sint, y=1t>;

d) z=22+y% x=cost, y=sint; e z=ay—xy?, r=u+tv, y=u—o.
52. Wyznaczy¢ pochodne f/, f” funkcji uwiktanej y = f(z) danej rownaniem:
a) 22 —ay+2y° +x—y=0; b) zy —lny —1=0; c) 2%y —e* =0; d) ye® +e¥ =0.
53. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne nastepujacych funkcji:

a) f(z,y)=(x-1)>+2% b) flz,y) = (x—1)> - 2%
o) flz,y)=(z+y)? —ay—ax—5y; d) flo,y)=20"+3ay+y* — 20—y +1;
e flz,y) =2’ —ay+2y* —w+4y—5 f) flz,y) =2’ +ay—y’ -3z +2y L
g) flz,y)=2"+ay+y® —6cr—4y+5  h) flr,y) =2 +ay—y° + 2 —y;
i) flzy) =2 +y° =3zy;  §) fla,y) =y° +a® — 6ay + 3z + 6y;
k) f(z,y) = 2® +9* — 6xy — 48x; 1) f(x,y) =2 + 3zy* — 150 — 12y;

11
m) f(ﬂf,y):4:vy+;+§; n) f(z,y) =2>+2y+y* —4lnz —10Iny;

o) f(z,y) =4z +y*)e*;  p) flz,y) =yvo —y* — x + 6y;
Q) f(z,y,2) =2 +y* + 2% + 22 + 4y — 62;
r) flz,y,2) = 2% —y® — 2% + 8z — 6y + 122;
s) flz,y,z) =2 +y*+22 —ay+a+22—1;
2 2

2z Y
t =— 4+ = -
) S =+ 2

4z + 222
54. Wykazaé, ze nastepujace pola wektorowe w maja potencjalty i je wyznaczy¢, jedli:

a) w(z,y)=[y.2); b) wlz,y)=[z?+22y—y,2* —2zy—y*; ¢) w(z,y) = [cosz+32?y,2° —¢?;

d) w(z,y,2) = 2r+y+z,a+2y+z,x+y+2z]; ) w(x,y,2) = 32 +2y° +32, day+2y—z, 3z —y—2).
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Odpowiedzi. 49. a) fl(r,y) = 423 — 8xy?, fo(z,y) = 4y — 822y, fU (z,y) = 1222 — 8y2,
Tty

— — _ 2 2. — —
;/y(xvy) - —16.%‘:[/ - g;/a:(xay>7 fgyy(xay> - 12y — 8z7; b) fa/v(l‘7y) - \/%a fq:/(xvy) - ma

2

1 _ y? " — Ty Y . _
ww(m y) - (21y+y2)%5 my(xhy) (2 y+y2)% yx('r’y) yy('r y) %7 C) f (l‘ y)
e, fi(z,y) = we Y, fl(zy) = e, (x,y) = (ve? + 1)e ey {, ( ) (x’ ) =
w(we” + )”yﬂﬂ d) fi(z,y) = 4, flzy) = Inz, fl(zy) = f W@y = 5 = ( Y),
yy(m y) = 0; e) fr(z,y) = ﬁyz; f’(x y) = xil;ﬂ’ e (T,Y) = W’ fzy( Y) = W =
e (@, y)s [y (@,y) = ?g(giyg)z); f) fi(z,y) = xﬁny; [yl y) = m’ (T, Y) = _m’ fiy(@y) =
z+1n T
7m = fyac(‘r7y)7 yy(z7y) = 7y2(—;+71yn-‘;1)27 g) f;(l"y) = y%a fg//(xay) = ZS: :/c/;c(:r y) = O)
w(wy) = =% = fl(xy), fi,(x,y) = 5% h) fi(e,y) = 2sin(dx + 2y), fj(z,y) = sin(dz + 2y),
(T, Y) = 8008(433 + 2y) ;’y(x y) = 4008(43: +2y) = fyo(2,y), [y (2,y) = 2cos(dw +2y); 1) fr(z,y) =
2 4 2(x— T
i) i) = etz ) - i [L(ey) = o, [l (ey) = ks = (),
g/;ly(xvy) = (m2+y2 75 k) f (Jf Y,z ) = 3%’2 + 27 fg/;(x7yﬁz) = 2y22 +3Z+ 37 .f,;(‘r Y,z ) = 2y22 + 3y7
fc’x(x,y, z) = my(x y,z) = 0 = ;;/x(mvyvz)7 fg/c/z(xvzyvz) =0= zx(x y, z), fyy(‘r Yy,z) = 2527
oo (T, 2) = 4yz +3 = fl(z,y,2), flL(z,y,2) = 293 1) file,y,2) = 32%yz, f,(v,y,2) = 2°2
[y, 2) = 2%, fl(2,y,2) = 6ayz, f7,(z,y.2) = 32?2 = [/ (v,y,2), fi.(2,y.2 2) = 32y = 1 (2,y, 2),
vy (@9,2) =0, fl(2,y,2) = 2° = fI(z,y,2), fl.(2,9,2) = 0; m) fi(z,y,2) = ycos2z, fy(z,y,2) =
T cos 2z, f;(x,y, z) = —2xysin2z, fl(v,y,2) = 0, f}(z,y,2) = cos2z = [ (x,y,2), f[i.(v,y,2) =
—2ysin2z = fI(z,9,2), f,,(z, U2 z) =0, fi(x,y,2) = —2zsin2z = Ly (Y, 2), f;’/z/(m,y,Z) =
— — 4 —
—4xy cos2z; n) f (z,y,2) = W; fy(l"»ywz) RV fi(zy,2) = N o (T,Y,2) =
Yy 2422 " - _ Ty _ " " — _ Tz — "
(12+y2+z2)%’ zy(xvj/ai) (12+y2+z2)% ya:(x Y,z )a mz(xayaz) (m2+y2+22)% zx(x Y,z )7
" T,y z) = z 4z , " T,y z) = — Yz _ " (e , 2 " T,y,z) = 22 4y? :
yy( Y ) ($2+y2+z2)% yz( Y ) (z2+y2+z2)% zy( Y ) fzz( Y ) (22 4y2+22 )%
0) fi(x,y,2) = ye™ =%, fi(x,y,2) = xe™ ™%, fl(x,y,2) = ="V, fi(x,y,2) = y*e"V 5, f1l (.,

(14 zy)e™ =% = fl(x,y,2), fil(x,y,2) = —ye™™* = fl (x,y,2), fi,(v,y,2) = 2277, f/ (2,y,2 ; =
—wetVE = f(@y,2), fL(@y,2) = €T 80, ) il (ey) = 202+ ay)es b) f (@)
H ©) fipa(@y) = —a(2sin(ey) +aycos@y)); Q) fa@y2) = i e) fia(oy.2) =
(1 + 3zyz + 2%y?2%)e™*. 51. a) 2/(z) = L(z) = 7696;11;213; b) 2/(x ) = £(z) = 712(;1“1);
c) 2 (t) = L(t) = eSnt=2% (cost — 62); d) 2/(t) = dz(1) = 0; e) 2! (u v) = 92 (u,v) = duv, 2 (u,v) =

9z _ 2 2 ro . 2z—y+1 "o 2(7z +14y>% —Tay+72—Ty+2) . o 2
52 (u, v) 2u* — 6v*. 52. a) y S V= ST ; b) ¥

n _ Yy (2xy=3) . _ 2zy v 2y(x?—2eY) (322 42eY)+1622y%e?Y | ;o . o220ty

Y = TGy-17 > C) Y = — 232> = - (22—2e2%)3 ; d) Yy = Tﬁy; y' = BN CCETER

53. a) minimum lokalne w punkcie (1,0) rowne f(1,0) = 0; b) brak ekstremow lokalnych; ¢) mini-
mum lokalne w punkcie (—1,3) réwne f(—1,3) = —7; d) brak ekstremo6w lokalnych; €) minimum lokalne
w punkcie (0, —1) réwne f(0,—1) = —7; f) maksimum lokalne w punkcie (—3%, %) réwne f (—3,3) = 3;
g) minimum lokalne w punkcie (%,2) réwne f(%,2) = —1%; h) maksimum lokalne w punkcie (1,0)
rowne f(1,0) = 1; i) minimum lokalne w punkcie (1,1) rowne f(1,1) = —1; j) minimum lokalne
w punkcie (%7,5) réwne f (2F,5) = —192; k) minimum lokalne w punkcie (8,24) réwne f(z,y) = —448;

1) maksimum lokalne w punkcie (—2, 71) rowne f(—2,—1) = 28, minimum lokalne w punkcie (-2, —1)

rowne f(—2,—1) = —28; m) minimum lokalne w punkcie ( ‘2[, ‘2[) rowne f ( ‘2[, ‘2[) = 3+/4; n) mini-

mum lokalne w punkcie (1,2) rowne f(z,y) =7 — 101n2; o) minimum lokalne w punkcie (—%, 0) rowne
f (—%, 0) = —%; p) minimum lokalne w punkcie (4,4) rowne f(4,4) = 12; q) minimum lokalne w punkcie
(—1,-2,3) rowne f(—1,—-2,3) = —14; r) maksimum lokalne w punkcie (4, —3,6) réwne f(4,—3,6) = 61;
s) minimum lokalne w punkcie (—%, —%, —1) rowne f (—%, —%, —1) = —%; t) minimum lokalne w punkcie
(}1, 1. %) rowne f(4, i 411) = —%. 54. a) F(z,y) = ay + C; b) F(z,y) = +2° + 2%y — xy® — y° + C;
c) F(x, y) = Smx+x y—2y3+C;d) Fz,y,2) = 2> +y* + 22 +ay+ a2+ y2 + C; e) F(a,y,2) =
2%+ 22y + y? + 3wz —yz — 22+ C.

Y
zy—1°?
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Calka podwéjna

55. Obliczy¢ nastepujace catki podwojne [[ f(z,y)dz dy, jesli:
D

a) f(z,y)=ay, (z,y) €D, D={(z,y):0<2w<4,4<

Y
b) f(z.y) = ay(w —y), (x,9) €D, D={(r,y):0<z<1,0<y<2};

¢) flmy) =1 (z,y) €D, D={(z,9):0<2z<1,0<y<Va}k
X
d) f(fc,y):; (r,y)e D, D={(z,y):y<x<2y,2<y<4)

e) flz,y)=x+vy, (z,y) €D, D - trojkat o wierzchotkach A = (0,0), B =(1,0), C =(0,1);
f) flz,y) =2"+y, (v,y) €D,
D - trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach y =z, y=—z, y=1;
g) flz,y)=x—y, (z,y) €D,
D - tréjkat ograniczony prostymi o réwnaniach y =0, y=z, z+y = 2;
h) f(z,y) =2+y, (z,y) €D,
D - trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach x =0, y=0, z4+y = 2;
i) f(z,y) =2"+y% (x,y) €D,
D - trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach y =0, y =z, xz=1;
i) flxy)=2*+y* (z,y) €D, D={(z,y):2°+y* <16}
k) f(z,y) = ew2+y2, (z,y) € D, D={(z,y): 2?2+ < 1}

) flz,y) =eVZT (z,y) €D, D={(z,y): 2> +y* <1,y >0}
1

m) f(xyy):TW? (xvy)eDv D:{(x7y)1<x2+y2<4},
1
n) f(%y):ma (z,y) €D, D={(z,y): 2> +y* <1,y >0}

o) flzy)=z+y, (x,y) €D, D={(z,y): 2> +y* <4,2 >0,y > 0};
p) flz,y)=2—y, (z,y) €D, D={(v,y):2*+y*<9,y<0}.

56. Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywymi o réwnaniach:
a) y=2r— 2% y=21°% b) 4y =2% -4z, v —y—-3=0,
57. Obliczy¢ objetosci bryl ograniczonej powierzchniami o réwnaniach:
a) x+y+2—-6=0, 3x+y—6=0, 3x+2y—12=0, y=0, z2=0;

b) 22+3y+2z—6=0, =0, y=0, z=0; c) z=14+22+y? a+y—4=0, 2=0, y=0, z=0;

d) z=2*+¢% =0, y=22, y=1, 2=0; e) z=a>+y% y=2% y=1, 2=0.
58. Obliczy¢ pole czesci plaszczyzny 3z + 4y + 6z — 12 = 0, ktérej rzutem na plaszczyne Oxy jest
prostokat o wierzchotkach (0,0), (2,0), (2,1), (0,1).

59. Obliczy¢ pole czesci plaszczyzny 3x + 4y — z + 5 = 0, ktorej rzutem na plaszczyne Oxy jest
kwadrat o wierzchotkach (0,0), (1,0), (1,1), (0,1).

Odpowiedzi. 55. a) 512; b) —2; ¢) 2;d) 9; e) 3; f) 2; g) 2; h) §; i) 3;j) 128m; k) 7e; 1) m;
m) 27; n) 7 1n2; o) 1—??; p) 18. 56. a) %; b) %. 57. a) 12; b) 6; c) %; d) %; e) %. 58. %\/61.
59. v26.
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Calka potrdjna

60. Obliczy¢ nastepujace catki potrojne [[[ f(z,y,z)dx dydz, jesli:
1%

1 1 1
a) f(x,y,z)z;—k;—i—;, (x7yvz)€‘/a V:{(l',y,Z)1<$<2,1<y<2,1<2<2},

1
b) f(z,y,2) = 5(4x2+4wy+y2 —8x—4dy+1), (z,y,2)€V,
0

V={(z,y,2): 0<2<1,0<y<2,0<2<3}
c) flz,y,2) =2, (v,y,2) €V, V={(z,y,2): 2<2<y,0<y<1,0<z< gy}
d) f(z,y,2) =2, (v,y,2) €V, V={(z,y,2):0<2x<z,z—2<y<z+2,0<z<1}
e) flz,y,2) =2, (v,y,2) €V, V={(z,y,2):0<2<1,0<y<z,0<z <z}

(@+y+z+1)?
V' - obszar okre§lony warunkami x>0, y >0, 220, z+y+2<1;
g) flz.y.2) = Va2 +y?, (z,y,2) €V, V={(z,y,2) :2° +y° <16,0 < 2 < 3};
h) f(z,y,2) =2 + > + 22, (v,9,2) €V, V={(2,y,2): 2% +y* + 2% = 25}.
61. Obliczy¢ objeto$¢ bryty V, jesli:
a) V={(z,y,2): 2> +y*=36,-5< z <5}

b) V={(z,y,2): 2> +9°+ 22 =1,2 < 0}; ) V=A{(z,y,2): 2 +y> + 22 =49,z > 0}.

Odpowiedzi. 60. a) 3In2; b) ; ¢) 555 d) 15 €) 35 f) 2 —In2; g) 128m; h) 25007. 61. a) 360T;
2, . 686
b) Zm; c) 22w



