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I. Wyrazenia liczbowe i algebraiczne

Oznaczenia
N % {1,2,...} — zbior liczb naturalnych
z™ [, -2,-1,0,1,2,...} - zbior liczb catkowitych
{-..,—4,-2,0,2,4,...} = {2k : k € Z} — zbidr liczb parzystych

{..,=3,-1,1,3,...} ={2k—-1:ke€Z} ={2k+1:k € Z} — zbior liczb
nieparzystych

Q def {§ CpEZ, q€ N} — zbior liczb wymiernych
IQ - zbidr liczb niewymiernych
R - zbiér liczb rzeczywistych

Przedzialy
Dla a,b e R, a < b:
(a,b) = {r € R:a <z < b} — przedzial otwarty o koricach a i b,
[a, D] e {r € R:a <z < b} — przedzial domkniety o konicach a i b,

d . .
(a, b] = {z € R:a < x < b} — przedzial lewostronnie otwarty (prawostron-
nie domkniety) o koricach a i b,

[a,b) = {r € R:a <z < b} — przedzial lewostronnie domkniety (prawo-
stronnie otwarty) o koricach a i b,

(a,+00) = {reR:a <z < +o0},
[a, +00) = {xeR:a <z < +oo},
(—00,b) = {r eR:—o0 <z < b},
(—o0, b] = {r eR: —o0 <z < b},

(—00, +00) = {reR: -0 <z < +o0} =R.
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Potega
a® % 1, a#0
at def a, a €R

def p—
an % gn Yoa, aeR, neN

a*=a-...-a, a€R, neN
n razy
_pdef 1

a , a#0, neN
an

%:pdgp":a’aZ(LpZO,nEN
2y —Yal, a<0, neN

1
ar = Ya, a>0, neN

U

@
e
3

= (a%) , a>0, meZ, neN

def .. 1
a” éf llmnﬁooaxn7a>0; CEEH@7 xn€Q7 'I’LEN7 hmn%ooxn:x

Jesli a,b > 0, z,y € R, to:
a®*tv = a%qY,

av v =2
ay’
(a*)? = a™ = a¥" = (a¥)",
(ab)® = a"b”,

4y ==
b/ b
(ograniczenia na a, b zaleza od wykladnikow z,y).

Wzory skréconego mnozenia

(a+b)? = a® + 2ab + b*

(a —b)* = a® — 2ab + b*
(a+b) = a® + 3a®b + 3ab® + b*
(a —b)® = a® — 3ab + 3ab® — b*

a®> — b = (a+b)(a—b)
a® —b® = (a—b)(a* + ab+ b?)
a® +b® = (a +b)(a* — ab+ b?)
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1. Obliczyé¢:

a) (1405 — 1383) : 184 ) (0,3 -0,15):0,3
1:500 ’ (1,88 +2,12)-0,125

(11t +133) - 58 1 5 13\ 4 1 7 10
©) 5713532 ‘”38~K4m‘3m)'7+<%8‘2m>'H4’
) Dsit g5 — oy +357)] - [24: (13 :43)]

(15 + 55 — 1%5) : (20% : 26)
2. Obliczyé¢:

a) 4% liczby 62, b)) 3% liczby 20, ¢) 70% liczby 150,

d) %% liczby 15, e) 110% liczby 7.
3. Znalezé liczbe, ktorej
a) 15% jest rowne 8, b) ™% jest rowne 3,5, c) 30% jest rowne 4,
d) 75% jest rowne 18, e) 200% jest rowne 10.
4. Obliczy¢, jaki procent liczby

a) 5 stanowi 2,5, b) 169 stanowi 13, c¢) 1000 stanowi 20,

d) 60 stanowi 80, e) 15 stanowi 45.
5. Obliczy¢:

3 2\ 52571 — 80 471 —3.(2)7?
DT wee g

272
1 1\
4™
’ <2>
32 10,24-6-4,9
- f It R /9. 092 _ 42
e) 727 ) 0’1 b g) 79 073 b

./189 L[ 750 A
IV Vi P V1005 V125306

6. Usunaé niewymiernosci z mianownikéw utamkow:

4
3

1 a0 - 2v2) i,

) 1 b) 1 ) 1 ) 20
v Ve Yans U VT Be e
12 1 1

1
CVEEvEov D P M wEew

)
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. 1 . 1
1 , .
) 9+ 15+ 25 J) 36 — /42 + /49

7. Roztozyé¢ na czynniki wyrazenia:

a) a’b—4ab®, b) zytyz+az+z, c) abtatb+l, d) a®+2ab+b>—-9,

e mt+mP4+m+1, ) m*+mPimiPem,  g) d® —dd+ad®-1.

8. Uproscié wyrazenia:

1022 — 1042 3 1 2a 2?24+ 1
77 b - b 7"”7
a) 5z — by )a+1+1—a, 1—a? ©) x—|—%—1
1 11 2 11
d —— ([ +5 | +—(-+-),
) (z +y)? <$2 y2> (z +y)3 (w y)
)2 a+1 1 2 a® +a®+2a
e) — — — — :
a ad—1 a?2+a+1 1—a a2—1

f) (Va+Vh)(va-Vb), g % h) (VaZb+ Vab?) : Vab,

) (o) s

9. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia

) 7l —qa7! dl B 1 [ a+b -1
P - blax)~! = (a+b)—1 a? + b? ’

dla z = V3,
V2 L
2 )

1—(@d+2)]1+@2+2)!
b) {1 A } 1—(24a2)!

0) [a*%b(ab*‘)*%(a*)f%r’ dla a =

II. Funkcja liniowa

Ustalmy a,b € R. Funkcje f: R — R okreslong wzorem
f(x) =azx+0b, z€R

nazywamy funkcja liniowa o wspoétczynniku kierunkowym a i wyrazie wolnym
b. Funkcje liniowa nazywamy funkcja pierwszego stopnia, gdy a # 0.

Jesli a = 0, to f jest stala. Jesli a < 0, to f jest malejagca. Jesli a > 0, to f jest
rosnaca.



Kurs wyréwnawczy z matematyki — 2021/22 — ATH w Bielsku-Bialej 5

Wykresem funkcji liniowej jest prosta nachylona do osi Oz pod katem « takim,
ze tga = a.

Jesli a # 0, to funkcja liniowa ma miejsce zerowe

To— ——.
a

Jesli a = 0, b = 0, to funkcja liniowa jest stale rowna zeru. Jesli a = 0, b # 0,
to funkcja liniowa nie ma miejsc zerowych.

10. Rozwiazaé¢ rownania i nieré6wnosci:

3r—1 B-—a Tz 1l(z+3)

=——"—""  b) 6(tP+t+1)=(t+1)>—(t—1)°
a) M2 B S ) 62 e 1) = (441 - (6 1)
c) (2422 -3)(2® —4x+8) =2%(x —2) —3(z* —1) +1,
22 -1 3z+5 92 +10
d :2 =
B U e bl
f) §—§+7>6+§, g) 2c—1)+(x—1)? > (x+1)%
11. Rozwiazaé uklady réownan:
z_ Y1 32-1 4 3y 4 =15
273 5
a) {2362—1_33;3—1:2 ) b) {3y(3—5_’_2$_8:23i’, )
3z —2y =4 3z -2y =1 rT+y=>5
) {2x—|—7y—1 o d) {6:0—4@/—2 © {2x+2y—1 ’
Sx 4y =17 Sr—2y =29 14il=5
f) {x5y19 8 {15x+6y10 b {2_52_9 !
3 4 4 _7q 2r+y+32=13
i) { LY g ) { rHytz=6
ety L ormy 3x+y+2=28

12. Rozwiaza¢ uklady nieréwnosci:
a) 3x+2<4r—-1<5x—6, b) 3z+2>4r—1>5zr—6,

2 - 3p < Hz
o S b
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III. Funkcja kwadratowa

Ustalmy a # 0, b, ¢ € R. Funkcje f: R — R okreslong wzorem
f(x)=az*+bxr+ec, z€R

nazywamy funkcja kwadratowsg (drugiego stopnia lub trojmianem kwadrato-
wym).

Kazda funkcje kwadratowa mozna zapisa¢ w postaci kanonicznej, a mianowicie

2 b+ + 2 A
ax c+c=alx+—| ——,
2a 4a
gdzie
A =b? — dac

nazywamy wyroznikiem funkcji kwadratowe;.
Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku (—%, —%) i osi sy-
metrii x = —%. Jesli a < 0, to ramiona paraboli skierowane sa w dot i funkcja
f ma w punkcie Ty = —% maksimum réowne f(Zmax) = —ﬁ. Jedli a > 0, to
ramiona paraboli skierowane sa w gore i funkcja f ma w punkcie xy;, = —%
minimum réwne f(Zmin) = —ﬁ.

Jesli A < 0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych i przyjmuje wartosci
ujemne, gdy a < 0 oraz wartosci dodatnie, gdy a > 0. Jesli A = 0, to funkcja
kwadratowa ma miejsce zerowe

b

ro = ——
2a

oraz
az® + bx +c = a(x — x0)>.
Jesli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe

—b— VA _ b+ VA

xr1 = X9
2a 2a

oraz
az? +bx+c=alr —x)(z — x9).

Wzory Viete’a. Jedli x1, x5 sa pierwiastkami funkcji kwadratowej ax? + bx + c,
to

b c
T +Tg=——, T Ty = —.
a a

13. Sprowadzi¢ trojmiany kwadratowe do postaci kanonicznej:

a) 2% — 5, b) —2? +6, c) z* -5z, d) —32%+ 12z,
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e) *+x+1, f)a*-z+1, g) 22+6z+8, h) 227 +3z+1,
i) 202 -8z +7, j) —a2*4ax+2
14. Rozwiazaé réwnania i nieréwnosci:
a) —22+x+6=0, b) (x—4)2=25 c¢) (@*+x)*-1=0,

d) 2*-1=0, e) 2*+322+2=0, f) 2*-102>+9=0,

z? T 2r+1 4—x
2¢(z —3)=T7(x—3), h 1= _
g) 2o(x —3) = 7w =3), ) sc71+ x—1 i) 3—z z+1
) 3z 2r 3r—6 ) 18xr + 7 30 13
e — z+2 (z—1D(z+2) -1 22-1 a224z+1’

) 22 -32+2<0, m) —2®+4r—-4<0,
n) 32248z <0, o) 4+ +1>0.

15. Rozwigzaé uklady rownan:

2 _ 2 _ — 5=
a) z“4+y=10 ’ b) 22 —y+3x—-5=0 ,
r+y=4 2r—y+5=0
2?2 +y? =25 r+y=>5 xy =25
) {x—yzl ’ d) zy =4 ’ °) 2y—2—-3=0"
- 2 2 _ 2,2 _
) r—y="7 ’ 2) 44y 58 , h) e —y 9 7
ry = 18 ry = —21 zy = 20
i) 2% + 9% =58 i) 22 +y?> =25
YV 22y =42 : y=12-13

IV. Wielomian. Funkcja wymierna

Wielomian. Ustalmy n € NU {0} oraz ag,a1,...,a, € R, a, # 0. Funkcje
W: R — R okreslong wzorem

W (z) a2 +an 12" .. 4 agr+ ap, TE€R

nazywamy wielomianem zmiennej x stopnia n o wspétczynnikach ag, a1, ..., a,.
Wspoélczynnik ag nazywamy wyrazem wolnym. Funkcje stala W: R — R
okreslong wzorem

W) 2o, zeR

nazywamy wielomianem zerowym. Wielomian zerowy nie ma stopnia.
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Twierdzenie o rozktadzie wielomianu. Jedli W, P: R — R sa wielomianami
i P nie jest wielomianem zerowym, to istnieja wielomiany @, R: R — R takie,
ze

W(z) =Q(x) - P(x) + R(z), = €R,

przy czym albo R jest wielomianem zerowym, albo stopienn wielomianu R jest
mniejszy od stopnia wielomianu P.

Pierwiastek wielomianu. Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu W,
gdy W(a) = 0.

Pierwiastek k-krotny wielomianu. Niech k € N. Liczbe a nazywamy
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu, gdy wielomian ten jest podzielny przez
(z — a)¥ i nie jest podzielny przez (z — a)*+?!.

Twierdzenie Bézouta. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W wtedy i tylko
wtedy, gdy x — a dzieli W (z).

Twierdzenie o pierwiastkach catkowtych i wymiernych wielomianu. Ustalmy
n € N. Niech W: R — R okre§lone wzorem

W(z)=anz" +...+ a1z +ag, x €R

bedzie wielomianem stopnia n o wspoélczynnikach catkowitych ag,aq,...,a,
takich, ze ag - a,, # 0. Wowczas:

(i) jesli liczba calkowita p # 0 jest pierwiastkiem wielomianu W, to p jest
podzielnikiem wyrazu wolnego ay;

(ii) jesli liczba wymierna %, gdzie p € Z \ {0}, ¢ € N, NWD (p,q) = 1, jest
pierwiastkiem wielomianu W, to p jest podzielnikiem wyrazu wolnego
ag, a q jest podzielnikiem wyrazu a,, stojacego przy najwyzszej potedze
zmiennej.

Twierdzenie o pierwiastkach wielomianu stopnia n. Kazdy wielomian n-tego
stopnia ma co najwyzej n réznych pierwiastkow.

Twierdzenie o rozktadzie wielomianu na czynniki liniowe. Niech n € N. Jesli
Z1,-..,Ty € R sy pierwiastkami wielomianu

W(x)=apz" +...+a1x+ag, x€R

stopnia n, to
W(z)=an(x—21) ...  (x —2,), z€R.

Twierdzenie o rozktadzie wielomianu na czynniki. Kazdy wielomian rézny od
wielomianu zerowego jest iloczynem czynnikéw co najwyzej drugiego stopnia.
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Funkcja wymierna. Niech P, Q) beda wielomianami, a Dy = {z € R: Q(x) # 0}.
Funkcje f: Dy — R okreslong wzorem

d;f P(x)

@0 5oy

rxeD f
nazywamy funkcja wymierna.

16. Obliczyé¢
W(O)a W(l)? W(_l)a W(\/i)7 W<_\/§)7
jesli:
a) W(x)=2*+322-5z+1, b) W(z)=2>—-22>—z -3,
c) Wx)=2"-1, d) W()=2a*—2>+2? -z,
e) W(x)=a"+22" +2° - 222 —x +1.
17. Obliczyé
P(z) +Q(z), P(z)-Q(z), P(z) Qz), P(z):Q(z),
jesli:
a) Pl)=23+2—-2, Q(z)=2—1,
b) P(z) = 2% +22? =32 — 10, Q(z) =z —2,
c) P@)=2"+2+2, Q)=x+1,
d) P(z) =2% - 622 + 11z — 6, Q(z) = — 5z +6,
e) P(x)=2a"+32° — 120 — 132 — 15, Q(z) =2* + 2 + 1.

18. Rozwiaza¢ rownania i nieré6wnosci:
1
a) m3—§x2—2$+120, b) 2® — 622 + 11z —6 =0,

c) 82° —42® —22+1=0, d) 2*+42% —252° — 162 +84 =0,
e) zt =523+ 622 —br+1=0, f) 2°—22* — 1323 + 2622 + 360 — 72 =0,
g) % —dx* — 623 +162% +292+12=0, h) 2°—82® +15=0,

3 _ dx
. 8 _ 16 = . xizo
l)l' 6 07 .]) 552—71'-'—10 9
1\? 1 2 3742
k)2(x+) 9<x+>+10—0, = B WY
x x r—3

1 x 1

=1
x+1+x+2+x+3

, n) 223 — 22 — 252 — 12 <0,

m)
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o) 2% —52% + 10z — 12 < 0, p) 22 >2', q) 2? <zt
3

r) (322 — 13z +4)(42? + 1224+ 9) <0, s) (2z—5)(2? —4)(2* +8) <0
1

1 2 11z —1 S5—z 3z —
t) — — 1
)x>x, u) x+x>3, V) poR 0, w) 3 . <5 "
_ _ C1)\2(y _ 933
x 2>23: 3 ) (x —1*(x—2) S 0.

X) r+2 7 dx—1
19. Rozwiazaé uklady rownan:

a) 22422 -3=0 b) 224y +ar4+y=062
202 — 9?2 —1=0 " 22—y’ +x—y=50 "’

) w(x—y—3)=3—-y-3)
2y+1) -y (z+1)=ay+2y+1°

1 1 _ 3 x 4

141-3 o
d) {5 Y 25, e G v
REVIIREEETE W

V. Wartosé bezwzgledna liczby rzeczywistej

def z , =0
lz] = ¢ _

z , =<0
Dla z,y € R:
|lz| >0,
|z =0 2 =0,
|z| = |—=,
v$2=|$‘,
|lzy| = |2yl
T T
vyl lyl
Dla ¢ > 0:
[z =cex=—cVr=c,

|z <ce —c<z<e,

|| >cerz<—cVae>ec

20. Rozwiaza¢ rownania i nieréwnosci:

a) [e43/=0, b) le-1]=2 ¢ fle-1+2=1, d) [[Bz—2|-1|=2,
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e) |[z—3|+]z+4]=9, ) val+x=4, g) [z+1]<3, h) [z—2]|>5,

20— 3
2 -1

20— 1
T+ 2

22 —bx+4
2 —4

i)

’<4, 3)

‘<1, k)

’227

1
) jz—1+|z—-5>8 m) [2z—-1|<|z+3|, n) |;1c|>;7

o) Vaz >z +2.

VI. Funkcja potegowa

Ustalmy « € R. Funkcje f: (0, +00) — R okreslona wzorem
flxy=2z% x>0

nazywamy funkcja potegowa o wykladniku a. Jesli a < 0, to f jest malejaca.
Jesli « =0, to f jest stala. Jesli @ > 0, to f jest rosnaca.

Dla pewnych « dziedzing funkeji potegowej moga by¢ zbiory R, R\ {0} oraz
[0, 4+00).

21. Rozwiazaé réwnania i nieréwnoéci:

a) Vz+3=3, b)z+V/10x+6=9, c¢) z=15+ 9+ 8x — z2,
d Vz+3+vzx=3, e Vax+2=Vr+2, ) 2Va2 -5z =3,
—4
g) V2r—1>2, h) 3; >1, i) Vat—a2 <5 2%

—x
24V —1+3
vrAve—14s

2 —q2

J)

VII. Funkcja wykladnicza

Ustalmy a € (0,1) U (1, 400). Funkcje f: R — R okreslong wzorem
flx)=da", z€R

nazywamy funkcja wykltadnicza o podstawie a. Funkcja wykladnicza ma
wartosci dodatnie. Jedli @ € (0,1), to f jest malejaca. Jesli a € (1,400),
to f jest rosnaca.
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22. Rozwiaza¢ rownania i nieréwnosci:

4 x 9 r—1 9
W =W b () (F) =h o w-eres-e

d) 4x+m _5. 2£—1+\/:l;2j =6 e) 33L‘+4 < 31—;8’

)

3x
1 1 1 1
£) (= 1 3. 97> = h 4o
) (7) <1, g3 >3 ) 3 <&
1—x

. 1\ T=l
i) ode < (Vo) (2) <1
23. Rozwiaza¢ uklady rownan:

) 8271 — 39. 9yl b) YT +y=2V3
5.5%Y = \/2525F1 (z+y)2v" =3

VIII. Funkcja logarytmiczna

Logarytm. Logarytmem przy dodatniej i r6znej od jeden podstawie a z liczby
dodatniej x nazywamy liczbe rzeczywista ¢ bedaca wykladnikiem potegi do
ktorej nalezy podniesé a, zeby otrzymaé x, tzn.

logax:c(gaczx, a>0, a#1l, x>0, ceR.
Logarytm dziesietny. log def log;-
Jesli a,b >0, a,b# 1, z,y >0, a € R, to:
log, (zy) = log, « + log, vy,
log,, <z) = log, z —log, y,

log, % = alog,, z,

logy,
loga‘r =1
log, a
log, b= ,
log, a
log,a =1,

log,1=0.
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Funkcja logarytmiczna. Ustalmy a € (0,1) U (1,400). Funkcje f: (0,400) = R
okreslona wzorem
f(z)=log,z, ©>0

nazywamy funkcja logarytmiczna o podstawie a. Jesli a € (0,1), to f jest
malejaca. Jesli a € (1,400), to f jest rosnaca.

Niech a > 0, a # 1. Funkcja wyktadnicza o podstawie a i funkcja logarytmiczna
o podstawie a sa funkcjami wzajemnie odwrotnymi, tzn.

log,a® =z, xR,
a®a® =g x> 0.
24. Obliczy¢:

1 1
a) logwﬁ7 b) logs 27, ) log1 3V3, d) log 51, e log32—77

ool
N |

f) logy é, g) log: -, h) log 58, i 10g§ 8, J) log: %,
k) log;7V7, 1) logz4, m) logg 527, m) log13V3, o) logs36,
p) 423 q) 102+2le7 1) 10. 10% log9-log2
S) 45 log, 3+3 logg 5’ t) 3431-210g49 13
25. Rozwiaza¢ réwnania i nier6wnosci:
a) logy(z +2) =logy(2—x), b) logz(z+4) =1+ logyz,

2x 1
2 a

rz+1" 2
e) logoo(z® —4) > =1, f) loggyz2® <1, g [3—logya| <1,

c) log(x —2)—log(d—z)=1—-1log(13—z), d) logg

rx—1
20+ 1

h) log‘ ‘ >1, i) Slogg(x2_5x+7) <1, j) 4log5(3x2_3m+1) > 1.

26. Rozwiazaé uklady réownan:

) logz —logy =7 b) 2logz —logy =log9
a logx +logy =5 "’ IOy’x:ﬁ ’

) x'°8¥ = 100
¢ log, x =2
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IX. Funkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne kgta skierowanego. Niech o bedzie miara stopniowa
kata skierowanego XOP o wierzchotku w poczatku uktadu wspoélrzednych
O = (0,0) oraz ramieniu poczatkowym OX i konicowym OP, gdzie
P = (z,y) # (0,0). Oznaczmy przez r odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu
wspolrzednych. Wowcezas:

tgadif%a r#£0& a#90°+k-180°, k€ Z,

ctgadéfg7 y#0s a#£k-180°, ke€Z.

Miara tukowa kqta skierowanego. Miara tukowa kata $rodkowego okregu
o promieniu r opartego na tuku o dtugosci | nazywamy liczbe

def 1
T = —.
T

Kat o mierze tukowej jeden nazywamy radianem.

Jesli x jest miara tukows kata wyrazong w radianach, a « jest miara stopniows
kata wyrazonag w stopniach, to:

7
T = e
180°
180°
o= X
s

Ponadto
1 rad ~ 57°17'45",

1° ~ 0,017453 rad.
Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

ef . [ 180°
sina:d:fsm( ~a:>, zeR

s

sinz € [-1,1], sin(—z) = —sinz, sin(z+k-27) =sinz, z€R, k€Z

e 180°
cosa:dzfcos< -x), reR
7r

cosx € [—1,1], cos(—z) =cosz, cos(x +k-2m)=cosz, z€R, k€Z
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def 180°

tgxr = tg

(

tgx € R, tg(—x)

~x), T € Dyg

(180o

ctgx € R, ctg(—x)

ctgx def ctg

Znaki funkcji trygonometrycznych

def

15

{xeR:x¢(2k+1)- keZ}

il
2’

—tgx, tgla+k-m)=tgx, € € Dy, k€L

x) 2€Duy Z (xR x£kn, kel

—ctgz, ctgle+k-m)=ctge, © € Doy, kKEZ

x sinx | cosx | tgx | ctgx
o5 | + 1 + [ +1+
(255 I I e
G0 N
(€300 I N e

Wartosci funkcji trygonometrycznych (x oznacza, ze dana wartosé nie istnieje)

r |sinz | cosz | tgx | ctgx
0 0 1 0 *
AENE-SE AN
x| 2 | V2 1 1
1 2 2
5 1 0 * 0
T 0 —1 0 *
37“ -1 0 * 0
27 0 1 0 *
Wzory redukcyjne
sin(r — x) = sinz sin(m + ) = —sinz  sin(2r —z) = —sinz
cos(m —x) = —cosx cos(m+x)=—cosxz cos(2m —x) =cosx
tg(m —x) = —tga tg(m 4+ x) =tgx tg(2r —x) = —tga
ctg(m —z) = —ctgz  ctg(n +x) =ctge ctg(2r — ) = —ctgx
sin(§ —x) = cosx sin(§ + ) = cosx
cos(f —x) =sinx cos(§ +x) = —sinx
tg(§ — ) =ctgx tg(5 +x) = —ctgw
ctg(5 —x) =tgx ctg(§ +x) = —tgw
sin(3 — ) = —cosx sin(3F + ) = —cosw
cos(%’r —z)=—sinz cos(%’r +2x)=sinz
tg(3L —x) = ctgx tg(3F 4+ 1) = —ctgx
ctg((]F —z) =tga ctg(}L + 1) = —tgx
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Tozsamosci trygonometryczne

cos?z +sin?z =1

sinz
cosx

tgx =

ctgr =

cos T
sinx

tgrctgr =1

sin2x = 2cosxsinx
2tgx

tg2x = T—teZa

sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny

cos(z +y) = cosx cosy — sinzsiny

tg -+t
tg(r+y) = 5y

Ctg(l‘—’-y) _ ctgxctgy—1

ctgx+ctgy
sinx + siny = 2sin %ﬂ cos ¢
cosx + cosy = 2cos % cos 5
__ sin(z+vy)
tg z+ tg Y= cos x(cos y)
__ sin(z+y
ctgr +tgy = sinz siny

Rownania trygonometryczne

2

cos2x = cos? x — sin’ z
_ ctg2 z—1
ctg2x = S — e

sin(z — y) = sinz cosy — cos zsiny
cos(z —y) = cosxcosy + sinzsiny

_ _ tgxz—tgy
tg(l' y) - 1+tgtg;tg%, 1
_ ) = _ctgzctgy
Ctg(m y) - ctgr—ctgy
: 3 — i Ty z+y
sinz — siny = 2sin =5 cos =;
COST — COSY = —2sian+y sin 5%
_ — sin(z—y)
tg T tg Y= Cosz qos(y )
. sin(z—y
ctgr — CtgY = ~ sy

sinr =sinasr=a+2krVe=n—a+2knr, keZ, a€eR

cost =cosasr=a+2knVr=2r—a+2kr, keZ, aeR

tgx=tgaor=a+kr, k€Z, ac Dy

ctgr=ctgaor=a+kr, k€Z, o€ D,

smnr=0&sxz=kr, k€Z

sinx:l@x:gmlm, keZ

3
sinxz—l@ng—&—Qkﬂ', keZ

cosz’:()<:>yc:(214:4—1)-g7

kel

cosx=1<x=2kr, keZ

cosx=—-1<rc=n+2kn, keZ

tgr=0<c=kr, keZ

ctg;sz@xz(?k—i—lf%, keZ
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27. Obliczy¢

sinzx, cosx, tgx, ctgax,

jesli
2 7 7 5
a) x = ;T, b) z = (7;-’ c) r= I, d)x:—g,
4 5m 20097 20097
= _— = h =
) v=-7, fa=—-=, gao=—r" h —
D) o= 537 ) 557
VR 6

28. Obliczy¢

. C . 1 . 3
a) sinz, jesli coszx=—=1zx¢€ 5]

9
8
b) sinz, jesli tgx—1—5 ixe (073),
3 . T
c) sinz, jesli ctgz=—- 1 x € (5,7r),
1 3
d) cosz, jesli sinm:—g ixe (;727r),

e) cosz, jesli tgx=-21x¢€ (g,’ﬂ),
R . 3
f) cosxz, jesli ctgx=-21 x€ 7,277 ,

o 3 . 37
g) tgx, jesli smx:—g ixe 7,277 ,

h) tgz, jesli cosx—f ize (O,g
. 37
i) ctgx, jesli s1n1:——— ize ™5 )
j) ctgx, jesi cosx=——1zx€ <7r, >

29. Obliczy¢:

a) sin?50° +sin?40°, b)) tg40°tg45°tg50°,
¢) sin12°cos 18° + sin 18° cos 12°,

a) (1 — 2sin? 10°) cos 70° ) tg 85° — tg 25°
, e) ———— =,
2cos?25° — 1 1+ tg 85° tg 25°
30. Udowodnié, ze:

a) cos’z —sin®z =cos2z, b) tgx+ctgr =

sin 22’
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cos 2x sinx + sin 2x

) = tg,
1+ cosx + cos2zx

2
c) 1—tg°x= o a

e)

31. Rozwiaza¢ réwnania i nierdwnosci:

V3 V2

CcoST — CcoS 3T
———— =tg2x.
sin3x — sinx

a) sinsc:T, b) cosT = ——-, c) tgz=-1, d) ctgax =1,
. ™ 1 1
e) sin (2:5—1—6) =-3 f) cosbx = 2 g) tg3z =13,
r 7 o o
h) ctg (575):7\/3 i) sinz+cosx =—1, j) sinz+cosz =1,
k) 2cos’r =3cosx+2, 1) tgx —sinz+cosx =1,
1 —si 3+t 3
m) ctgx—cosxzﬂ, n) M:l, o) sinaz<—£7
2sinx 1—3tgx 2
1 3
p) cosz > o, q tgz<1l, r) Ctg$>—%7
2
s) sinz —+V3cosz >1, t) B 1.
cos x
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b<0

b>0
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a<o a=0 a>0
v Yt v 4
\\ X: X: // X:
0 0 0
\ /
v1 v1 vi
» g XF
0 0 0
Ya Va YA/
\\ X x /lx
0 " 0 " / 0 "

Rys. 1: Funkcje liniowe f(x) = ax + b
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A>0
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a<0 a>0
YA YA
° X ° X
Y4 Y
Xﬂ
Y4 Y4

Rys. 2: Funkcje kwadratowe f(z) = ax? + bz + ¢
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v X<

— y=x
— y:x7:\&

mme ymxie

Rys. 3: Funkcje potegowe

_-m=?
e
I
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Ya

Rys. 4: Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna

A
v y=sinx

Rys. 5: Sinus i cosinus
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Rys. 6: Tangens i cotangens



